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Einleitung

1.1 Was sind »Online Probleme«?

In der klassischen kombinatorischen Optimierung wird davon ausgegangen, daf3
die Daten jeder Probleminstanz vollstdndig gegeben sind. Aufbauend auf die-
sem vollstdndigen Wissen berechnet dann ein Algorithmus eine optimale (oder
approximative) Losung. In vielen Fallen modelliert diese Offline-Optimierung
jedoch die Situationen aus Anwendungen nur ungeniigend. Zahlreiche Problem-
stellungen in der Praxis sind in natiirlicher Weise online: Sie erfordern Ent-
scheidungen, die unmittelbar und ohne Wissen zukiinftiger Ereignisse getrof-
fen werden mussen. Die folgenden Fragestellungen sind Beispiele flr Online-
Probleme.

Skifahrerproblem Eine Sportlerin geht das erste Mal in ihrem Leben zum Ski-
fahren. Sie fragt sich, ob sie Ski leihen oder kaufen soll. Man kann fur
50,— DM pro Tag ein Paar Skier leihen, andererseits aber auch fiir 500,—
DM ein Paar kaufen.

Frage: Wie ist die kostenguinstigste Strategie?

Schwierigkeit: Die Dame weil3 nicht, wie oft sie in der Zukunft zum Ski-
fahren gehen wird.

Bahncardproblem Eine Bahncard kann zum Preis von 240,— DM bei der
Deutschen Bahn erworben werden. Sie bleibt 12 Monate gliltig und er-
mdglicht es, in diesem Zeitraum Fahrkarten zum halben Preis zu erhalten.

Frage: Wann kauft man eine Bahncard?
Schwierigkeit: Die Reisen in den nachsten 12 Monaten sind unbekannt.

Eismaschinenoptimierung Eisverkdufer Luigi verkauft an seiner Eisbude Eis
in PortionsgréRen zu einem Liter. Er besitzt eine Eismaschine, welche
zwei Typen von Eis produzieren kann: Vanille (V') und Schokolade (.5).
Die Maschine besitzt zwei Modi V' und S und kann in einem Modus nur
den entsprechen Typ Eis erzeugen. Das Umschalten der Modi erfordert
eine Reinigung, die fur Luigi Kostenaufwand von DM 1 bedeutet. Im Mo-
duls V' produziert die Maschine einen Liter Vanilleeis mit Kosten DM 1,
im Modus S kann die Maschine einen Liter Schokoeis zu Kosten DM 2
erzeugen. Wenn Luigi einen Auftrag fiir einen Liter Eis erhalt, kann er

Offline-Optimierung

Online-Probleme
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entweder die Maschine benutzen, oder das Eis manuell produzieren, wo-
bei ihm Kosten DM 2 fir Vanilleeis und DM 4 flir Schokoladeneis ent-
stehen.

Frage: Wie produziert Luigi am giinstigsten die angeforderten Eismen-
gen?

Schwierigkeit: Die zukiinftigen Eisbestellungen sind nicht bekannt. Luigi
erhélt eine Bestellung (aus der Schlange, die vor seiner Bude ansteht) und
mul diese bearbeiten, bevor er die néchste erhalt.

Aufzugsteuerung Ein Aufzug kann eine Anzahl Personen zwischen den Stock-
werken transportieren.

Frage: Wie steuert man den Aufzug optimal?

Schwierigkeit: Zukiinftige Fahrauftrége sind nicht bekannt. Was bedeutet
eigentlich ,,optimal steuern* (maximale Wartezeit minimieren, Gesamt-
bearbeitungszeit minimieren, ...)?

Autosuche Ein Student hat sein Auto auf der Strafle des 17. Juni geparkt, kann
sich aber nicht mehr daran erinnern, ob rechts oder links von seinem ak-
tuellen Standort.

Frage: Wie findet der Student das Auto und lauft dabei mdoglichst wenig?

Paging Das Pagingproblem ist ein fundamentales Problem der Online-
Optimierung. Gegeben ist ein Speichersystem mit zwei Ebenen: dem
schnellen Speicher (Cache) fir k& Speicherseiten und dem langsamen
Speicher fiir N Speicherseiten. Diese N Seiten reprasentieren die virtu-
ellen Speicherseiten. Ein Paging Algorithmus wird mit einer Folge von
Anfragen flr virtuelle Seiten konfrontiert. Wenn die angefragte Seite im
Cache ist (»Cache Hit«), entstehen ihm keine Kosten. Wenn die Seite
nicht im Cache ist (»Cache Miss«), dann muf3 der Algorithmus die Seite
in den Cache bringen, was ihm Kosten 1 eintragt. Der Algorithmus muf3
dabei dann auch entscheiden, welche der aktuellen k Seiten im Cache er
durch die neue Seite ersetzt.

Frage: Wie minimiert man die Anzahl der Seitenfehler?

Schwierigkeit: Zukinftige Seitenanfragen sind nicht bekannt.

Wie soll man die Qualitat eines Online Algorithmus bewerten? Eine ,.klassi-
sche* Worst-Case Analyse ist in der Regel sinnlos. Beispielsweise hat beim
Paging jeder Algorithmus im Worst-Case bei jeder Anfrage einen Seitenfeh-
ler. Eine Alternative waére die Average-Case Analyse. Das Problem hierbei ist
aber, dalR man ein statistisches Modell fuir den Input benétigt. Im allgemeinen
kennt man fiir ein bestimmtes Problem kaum Verteilungen, welche die Reali-
tat zufriedenstellend widerspiegeln und auch in der Theorie zufriedenstellend
analysierbar sind.

Motiviert durch diese Beobachtungen schlugen Sleator und Tarjan [30] die kom-
petitive Analyse vor. Bei der kompetitiven Analyse vergleicht man die Losung
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eines Online-Algorithmus relativ zu der eines optimalen Offline Algorithmus.
Der maximale Quotient

max
o

(e )}

aus den Kosten des Online-Algorithmus ALG und denen des optimalen Offline-
Algorithmus opPT (welcher die Sequenz o ,,im Voraus kennt*) ist dann ein MaR-
stab zur Beurteilung der Qualitat von ALG.

Teil | dieses Skripts beschaftigt sich mit der kompetitiven Analyse. Anhand des
klassischen Paging-Problems werden grundlegende Techniken und Ergebnisse
vorgestellt. Danach untersuchen wir mit Hilfe der kompetitiven Analyse Online-
Probleme, die sich aus der Telekommunikation oder der Logistik motivieren.

Die kompetitive Analyse ist eine »Worst-Case Analyse«, die in vielen Féllen
UberméRig pessimistisch ist. In Teil Il behandeln wir die praktische Seite der
Online-Optimierung. Wir zeigen auf, welche Schwierigkeiten bei realen Pro-
blemen entstehen und welche Ldsungsmoglichkeiten sich anbieten.

1.2 Literatur

Biicher zum Thema sind:

Ref. Nr. Buch Preis

[10] A. Borodin, R. El-Yaniv. Online Computation and 90,— DM
Competitive Analysis.

[14] A. Fiat and G. J. Woeginger (eds.). Online Algo- 70,— DM
rithms: The State of the Art.

[23] D. Hochbaum (ed.). Approximation Algorithms for 80,— DM
NP-hard Problems.

Bei [10] handelt es sich um ein Lehrbuch tber kompetitive Analyse. In [14]
findet man einen Uberblick tiber die aktuellen theoretischen Ergebnisse in ver-
schiedenen Bereichen der Online-Optimierung. Das Buch [23] beschéftigt sich
eigentlich mit polynomialen Approximationsalgorithmen fiir NP-harte Opti-
mierungsprobleme. In Kapitel 13 findet man aber eine kurze Einflihrung in die
kompetitive Analyse von Online-Algorithmen.

1.3 Weitere Informationsquellen

Zur kompetitiven Analyse gibt es Notizen zu einer Vorlesung von Yair Bartal in
Berkeley (Y. Bartal’s course on online computation) unter:

http://ww. icsi.berkel ey. edu/ ~yai r b/ cour ses/
on-line/on-1line-course. htm

www [ ]
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Weiterhin gibt es zu einem Kurs von Susanne Albers am BRICS in Déanemark
ein kurzes Skript (Susanne Albers’ lecture notes on competitive online algo-
rithms):

http://ww. brics. dk/ LS/ 96/ 2/

Eine Literaturliste zu Online-Algorithmen wird von Marek Chrobak in Riversi-
de, CA, USA gewartet:

http://ww. cs. ucr. edu/ ~mar ek/ pubs/onl i ne. bi b

1.4 WWW-Seiten zur Vorlesung

Die WWW-Seiten zur Vorlesung sind zu erreichen unter

http://ww. zi b. de/ kr unke/ Teachi ng/ Onl i neSS2000/
i ndex. htm

Wir werden uns bemiihen, die Seiten mdglichst aktuell zu halten.



Grundbegriffe

2.1 Online und Offline Optimierung

Referenzwerke: [19, 28, 10, 18]

Um die Eingabe fur ein bestimmtes »Problem« fur einen Computer darzustel-
len, mulR man sie geeignet »codieren«. Die Laufzeit eines Algorithmus mift
man dann in Abhéngigkeit der Eingabegrdfe. Eine ausfuhrliche Behandlung
von Codierungsschemata, formalen »Problemen« und Komplexitat findet man
etwa in [19, 28, 18].

Im folgenden geben wir einen kurzen Einblick in die flr dieses Skript ben6tig-
ten Begriffe. Im Anhang B findet man weitere Informationen tber die Komple-
xitat von Algorithmen.

Die Codierung der Eingabe erfolg dadurch, dakR man die Eingabedaten durch
Zeichenketten tber einem Alphabet darstellt. Ein Alphabet X ist eine endliche
Menge von Symbolen. Mit X* bezeichnen wir die Menge aller endlichen Zei-
chenketten Gber . Oft ist ¥ = {0, 1} und damit * die Menge aller (Codie-
rungen von) Bindrzahlen.

Man geht davon aus, dal Eingaben redundanzfrei und »verniinftig« codiert wer-
den. Inshesondere werden im Normalfall Zahlen binér codiert. Das bedeutet,
daR die Codierungslénge (d.h. Anzahl der Zeichen aus > die zur Darstellung
ndtig sind) einer natiirlichen Zahl n dann [log, n] + 1 sind.

Definition 2.1 (Optimierungsproblem)
Ein Optimierungsproblem (iiber einem Alphabet ) ist ein Quadru-
pel (Z, F,C, M) mit folgenden Bedeutungen:

e 7 C X* jst die Menge von Eingabe-Instanzen (Inputs);

e F(I) C X* ist die Menge zuldssiger Lésungen (Outputs) fiir die Instanz
1eI;

o C: I x ¥* — Ry ist die Zielfunktion, d.h. C(I,O) bezeichnet die
Kosten der Lésung O bei Eingabe von I. Der Wert C (I, O) ist nur dann
definiert, wenn O € F(I);

e M € {min, max} gibt an, ob es sich bei dem Problem um ein Minimie-
rungsproblem oder ein Maximierungsproblem handelt.

Alphabet

Optimierungsproblem
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optimaler (Offline-)

Algo

rithmus

(n): Bindrcod. von n € N

IZ={(n):neN}
F((n)) = { (i) i € N}
C((n), (i) =
500 — 1) + 500 (i< n)
50n i>mn)
M = min

Online-Problem

Online-Algo

rithmus

Frage-Antwort Spiel

Kosten

Ein Algorithmus ALG fiir ein Optimierungsproblem berechnet bei Eingabe ei-
ner glltigen Instanz I eine Lésung ALG[I] € F(I). Die Kosten fiir diese L6-
sung bezeichnen wir mit ALG(I) := C(I,ALG[I]). Ein optimaler (Offline-)
Algorithmus OPT ist ein Algorithmus mit

opT(l)= M C(I,0) furalle 7 € 7,
O€F(I)

wobei in der obigen Definition A = min fiir ein Minimierungsproblem und
M = max fur ein Maximierungsproblem gilt.

Wir betrachten im Rest dieses Kapitels nur Minimierungsprobleme. Die Defini-
tionen und Ergebnisse ubertragen sich jedoch in naheliegender Weise auch auf
Maximierungsprobleme (siehe Ubung 2.1).

Beim Offline-Skifahrerproblem (der Offline-Variante des Skifahrerproblems aus
Abschnitt 1.1) ist die Anzahl n der Tage, an denen Ski gefahren wird, bereits zu
Anfang bekannt. Eine Eingabeinstanz besteht aus einer Codierung der Zahl n.
Eine zuldssige Losung ist die Codierung der Tageszahl 4, an dem Skier gekauft
werden (hierbei sei +oo fiir »niemals kaufen« zugelassen). Die Kosten sind
dann 50(i — 1) 4 500 falls ¢ < n und 50n falls i > n.

Informell ist ein Online-Problem ein Optimierungsproblem, bei dem jede In-
stanz als Folge o = ry,...,r, von Anfragen (Requests) gegeben ist. Ein
Online-Algorithmus ALG, der die Folge o bearbeitet, muR nach jeder Anfra-
ge eine Antwort generieren, so dal3 die von ihm generierte Lésung eine Folge
ALG[o] = ai,as,...,a, ist. Die Antwort a,; darf dabei nur von den Anfra-
genry,...,r; abhdngen.

Wir formalisieren die obige Definition mit Hilfe von Frage-Antwort Spielen
(Request-Answer Games).

Definition 2.2 (Frage-Antwort Spiel)

Ein Frage-Antwort Spiel (R, A,C) besteht aus einer Anfragemenge R, einer
Folge von nichtleeren Antwortmengen A = Ay, Ao, ... und einer Folge von
Kostenfunktionen C = C4,Cy, ..., wobei C;: R x Ay x -+ x Aj — Ry U
{+o0}.

Definition 2.3 (Deterministischer Online Algorithmus)

Ein deterministischer Online Algorithmus fiir das Frage-Antwort Spiel
(R, A,C) ist eine Folge von Funktionen f;: R? — Aj, j € N. Die Ausga-
be von ALG bei der Eingabesequenzo = r1,...,r, ist dann

ALG[o] := (a1,...,am) € A1 X - -+ X Ay, wWobeia; = fi(r1,...,75).
Die Kosten von ALG auf o, bezeichnet mit ALG (o), definieren wir als:

ALG(0) := Cp,(0,ALG[0]).

Wir betrachten nun das Online-Skifahrerproblem aus Abschnitt 1.1 etwas all-
gemeiner mit Leihkosten 1 und Kaufkosten B. Jede Anfrage o; ist in diesem
Fall einfach nur ein Symbol, welches ,,Skifahren* bedeutet. Die Lange n der
Folge o ist die (fiir den Online-Algorithmus unbekannte und fur den Offline
Algorithmus bekannte) Anzahl von Tagen, an denen Ski gefahren wird.



2.2 Kompetitive Algorithmen

Wie sieht ein Online-Algorithmus fiir das Skifahrerproblem aus? Ein Online-
Algorithmus muB jeden Tag entscheiden, ob er an diesem Tag ein Paar Skier
kauft oder nicht (sofern er noch nicht gekauft hat). Ein generischer (determini-
stischer) Online-Algorithmus ALG leiht ¢ mal Skier und kauft dann am (i + 1)-
ten Tag (i = +oc ist hierbei mit der offensichtlichen Bedeutung, daR niemals
gekauft wird, zugelassen). Im Fall des Skifahrerproblems kennen wir also alle

Online Algorithmen. Die Kosten von ALG bei Eingabevono = 74, ..., r, sind:
n ,fallsn <4,
ALG(0) =% . )
1+ B L fallsn > .

2.2 Kompetitive Algorithmen

Referenzwerke: [10, 14]

Definition 2.4 (c-kompetitiver Algorithmus, Kompetitivitat)
Ein (deterministischer) Online-Algorithmus ALG ist c-kompetitiv, wenn es eine
Konstante o gibt, so daf fiir alle (endlichen) Eingabefolgen o gilt:

ALG(0) < ¢ OPT(0) + a.

Kann o = 0 gewdhlt werden, so nennt man ALG strikt c-kompetitiv.

Die Kompetitivitdt (competitiveness) oder der kompetitive Faktor (compe-
titive ratio) des Algorithmus ALG ist das Infimum (ber alle ¢, so dal ALG
c-kompetitiv ist.

In der Literatur steht der Ausdruck kompetitiver Algorithmus oft fir einen c-
kompetitiven Algorithmus, bei dem ¢ eine Konstante ist.

Man beachte, dalR wir bei der kompetitiven Analyse keinerlei Beschrankungen
uber die Rechenzeit des Online-Algorithmus machen. Die »knappe Ressource«
eines Online-Algorithmus bei der kompetitiven Analyse ist die Information tiber
die zukinftgen Anfragen.

Die kompetitive Analyse von Online-Algorithmen kann man als »Spiel« zwi-
schen einem Online-Spieler und einem bdswilligen Gegner (Adversary) se-
hen. Der Online-Spieler arbeitet mit einem Online-Algorithmus auf einer Ein-
gabe, die vom Adversary vorgegeben wird. Der Adversary konstruiert, basie-
rend auf seinem Wissen Uber den Online-Algorithmus, eine Eingabe, die den
Quotienten aus den Online- und den Offline-Kosten maximiert. Manchmal be-
zeichnet man den Adversary zusammen mit den optimalen Offline-Algorithmus
auch als Offline-Spieler. Im Fall von deterministischen Online-Algorithmen hat
der Adversary komplette Kenntnis iber den Online-Spieler. Bei randomisierten
Online-Algorithmen gibt es hier wichtige Unterschiede (siehe Abschnitt 2.3).

2.2.1 Ein Beispiel

Als Beispiel fur die kompetitive Analyse betrachten wir wieder das Skifahrer-
problem aus Abschnitt 1.1 mit Leihkosten 1 und Kaufkosten B. Die optimale

c-kompetitiv

strikt c-kompetitiv

Kompetitivitat

Online-Spieler

Gegner (Adversary)

Offline-Spieler
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Offline-Ldsung bei n Tagen Skilaufen besteht darin, Skier zu leihen, fallsn < B
gilt, und ansonsten Skier fiir B DM zu kaufen. Somit ist

OPT(r1,...,mn) = min{n, B}

Wir betrachten den Online-Algorithmus, der ¢ mal Skier leiht und dann ein Paar
kauft. Wenn wir ¢ = B — 1 wéhlen, ist der entsprechende Algorithmus (2 —
1/B)-kompetitiv: Falls n < B — 1, dann ist ALG(0) = n = OPT(0). Wenn
n > B — 1, dann ist

ALG(c) B-1+B 1

= =2—-—=.
OPT(o) B B

Kann man eine bessere Kompetitivitat (durch einen deterministischen Algorith-
mus) erreichen? Wir zeigen, daf dies nicht der Fall ist.

Sei dazu ALG ein beliebiger deterministischer Online-Algorithmus fir das Ski-
fahrerproblem. Der Algorithmus kaufe am sten Tag Skier. Wenn der Algorith-
mus kompetitiv sein will, dann mul} er irgendwann Skier kaufen, d.h. es muR
i < +oo gelten. Der Adversary wéhlt n = i+ 1, d.h. er wartet, bis ALG ein Paar
Skier kauft, und beendet dann das Skifahren. Der Online-Algorithmus hat also
Kosten i fur das Leihen und B fur das Kaufen, also insgesamt ALG(0) = i+ B.
Der Offline Adversary hat Kosten OPT(0) = min{i + 1, B}.

Wenn i < B — 1 ist, dann gilt:

AL .+ B .+ B B-1 B-1 1
Olo) it e - Ani i Y
oPT(¢) min{i+1,B} i+1 i+1 B B
Wenn ¢ > B — 1 ist, dann haben wir
ALG(o) i1+ B >QB—172 1
oPT(c) min{i+1,B} =~ B B’

2.3 Randomisierte Algorithmen

Referenzwerke: [10, 14]

Fur randomisierte Algorithmen benutzen wir folgende einfache »Definition«.
Eine formalere Definition von randomisierten Algorithmen findet man in [27],
speziell fur Online-Algorithmen sind die Unterschiede zwischen einzelnen
(spieltheoretischen) Modellen fiir Algorithmen in [10] dargelegt.

Definition 2.5 (Randomisierter Online-Algorithmus)
Ein randomisierter Online-Algorithmus ist ein Algorithmus, welcher Zufalls-
entscheidungen benutzt, wéhrend er auf Anfragen reagiert.

Bei deterministischen Online-Algorithmen besitzt der Gegner vollstandige In-
formation uber den Online-Spieler. Er kann dieses Wissen benutzen, um eine
fiir den Online-Spieler méglichst schlechte und fiir ihn méglichst gute Eingabe-
folge zu konstruieren. Bei randomisierten Algorithmen mussen wir entscheiden,
wieviel Information der Gegner iber den Online-Algorithmus hat.



oblivious Adversary

2.3 Randomisierte Algorithmen
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Blinder Gegner Der blinde Gegner (oblivious Adversary) muB3 die komplette
Eingabefolge im Voraus wéhlen. Dabei hat er kein Wissen iber den Aus-
gang der Zufallsentscheidungen des Online-Algorithmus. Er kennt aller-
dings den Online-Algorithmus und die von ihm benutzten Wahrschein-
lichkeitsverteilungen.

Adaptiver Gegner Der adaptive Gegner (adaptive Adversary) kann jede An-
frage mit Wissen aller bisherigen Aktionen des Online-Algorithmus ein-
schlieBlich des Ausgangs aller Zufallsentscheidungen treffen.

Bei den adaptiven Gegnern unterscheidet man zwischen zwei Typen, je nach-
dem, wie der Gegner die Eingabefolge selbst bearbeiten muR.

Adaptiver Offline Gegner Der adaptive Offline-Gegner bearbeitet die von
ihm generierte Folge im Nachhinein mit dem optimalen Offline Algo-
rithmus. Seine Kosten fiir die Sequenz ¢ sind also OPT(o).

Adaptiver Online Gegner Der adaptive Online-Gegner muf3 die Folge selbst
online bearbeiten.

Beim blinden Gegner macht die obige Unterscheidung keinen Sinn, da er so-
wieso die komplette Folge im Voraus wéhlen muf3. Seine Kosten bei der von
ihm generierten Folge o entsprechen den optimalen Offline Kosten oPT (o).

Wir haben also insgesamt drei Typen von Gegnern: den blinden Gegner OBL,
den adaptiven online Gegner ADON und den adaptiven Offline Gegner ADOFF.

Definition 2.6 (Randomisierter c-kompetitiver Algorithmus)

Ein randomisierter Online-Algorithmus ALG ist c-kompetitiv gegen einen Geg-
ner vom Typ ADV wenn es eine Konstante « gibt, so dal3 fiir alle (endlichen)
Eingabefolgen o gilt:

E[ALG(0) — ¢- ADV(0)] < a.

Hierbei wird der Erwartungswert (iber alle Zufallsentscheidungen des Online-
Algorithmus ALG genommen.

Man beachte, da oBL(c) und ADOFF(o) beide gleich oPT(o) sind, es aber
dennoch einen wichtigen Unterschied gibt. Wéhrend oBL (o) ein fester Wert ist
(weil die vom blinden Gegner gewahlte Sequenz nicht von den Zufallsentschei-
dungen des Online-Algorithmus abhéngt), ist ADOFF (o) eine Zufallsvariable.
Beim adaptiven Gegner hangt o von den Zufallsentscheidungen des Online-
Algorithmus ab. Beide Werte, ADOFF(c) und ADON(o), sind Zufallsvariablen.

Da beim blinden Gegner 0BL (o) nicht zuféllig ist, kann man OBL (o) in der letz-
ten Definition aus dem Erwartungswert herausziehen. Ein Online-Algorithmus
ist also c-kompetitiv gegen einen blinden Gegner, wenn gilt:

E[ALG(0)] < ¢- OPT(0) + a.

adaptive Adversary
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2.3.1 Ein Beispiel

Wir betrachten wieder das Skifahrerproblem aus Abschnitt 1.1 mit Leihkosten 1
und Kaufkosten B. Wir definieren firi = 0,..., B — 1 den Algorithmus ALG;
als denjenigen deterministischen Algorithmus, der < mal Skier leiht und dann
am (i + 1)ten Tag Skier kauft. Seien

Unser randomisierter Algorithmus RANDSKI wéhlt nun zuféllig eine Zahl i €
{0,1,..., B — 1}. Dabei ist die Wahrscheinlichkeit p;, daR die Zahl i gewahlt
wird wie folgt gegeben:

pi=ap', furi=0,...,B—1.

Man rechnet leicht nach, da Zf;)l p; = 1gilt. RANDSKI benutzt ALG;, um die
vom Adversary vorgegebene Sequenz o zu bearbeiten. RANDSKI benétigt also
nur eine einzige Zufallsentscheidung. Nach dieser arbeitet er deterministisch.
Seine »Starke« zieht RANDSKI daraus, daB der blinde Gegner nicht weil, wie
die anfangliche Zufallsentscheidung ausgegangen ist. Man beachte, dal} ALG
definitiv vor der Bten Anfrage ein Paar Skier gekauft hat.

Wir analysieren die Kompetitivitat von ALG gegen den blinden Gegner oBL.
Sei dazu o = ry, ..., 7, eine beliebige Anfragefolge. Falls n > B, so sind die
Kosten von ALG auf o die gleichen, wie auf der Teilfolge ¢’, die nur aus den
ersten B Anfragen besteht (da ALG spétestens am Bten Tag Skier kauft). Da
oPT(0’) < oPT(o) kdnnen wir also annehmen, dal n < B gilt. In diesem Fall
haben wir oPT(c) = n.

Wie grof3 sind die erwarteten Kosten von ALG? Fir 0 < 4 < n sind die Kosten
von Algorithmus ALG; genau ALG; (o) = i + B. Firi > n gilt ALG,(0) = n.
Somit ergibt sich

n—1 B-1
E[RANDSKI(0)] = Y pi(i + B)+ Y _ pin
— "o
= Z ap'(i+ B) + Z ap'n
l:'r?fl ni:n B—1
:aZpiiJraBZpiJromZpi
i=0 =0 i=n

-1 n+1 _ n no_ ] B _ .n
_n=1p np" 0 L Bl bt P

(p—1) p—1 p—1
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(benutzenun p — 1 = 1/B)

(67

BETESIE (n=1)p"" —np" 4+ p+p" —1+n(p—1)(p" - p"))
. &7 B+1 B n+1 n
= —770 (np —np- —p +p"+p—1
(p—l)z( )
a B n
= — ((p=Dnp” = (p—1)(=p" +1
(17 (( ) ( ) )
o B
= - i 1
S (e =t )
<P (dap=1)
p—1
= pB -n
pP —1
B
P
:ﬁ'OPT(O’).

Somit haben wir gezeigt, dal RANDSKI gegen OBL cp-kompetitiv ist mit

B
o ()

Pl (BT
Man beachte, dal’ ¢ streng monoton fallt, wenn B wéchst, und ferner

lim cp = —— ~ 1.58
B—oo e—1

gilt. Fur vernlinftig groRes B ist der Faktor ¢ strikt kleiner als der beste kom-

petitive Faktor von 2—1/ B, den wir durch einen deterministischen Algorithmus

erreichen konnen.

Wir haben eben gesehen, da3 wir durch Randomisieren die untere Schranke fiir
deterministische Algorithmen zumindest gegen den blinden Gegner schlagen
kdnnen. Wie sieht die Kompetitivitdt von RANDSKI gegeniiber dem adaptiven
Offline Gegner aus? Hier zeigt die Konstruktion aus Abschnitt 2.2.1, da RAND-
SKI auch nur (2 — 1/B)-kompetitiv ist: Der adaptive Gegner kann sehen, wel-
chen Algorithmus ALG; RANDSKI am Anfang wéhlt. Da ALG; deterministisch
ist, kann der Gegner gem&R Abschnitt 2.2.1 dann eine Sequenz wahlen, so dal
die Kosten von ALG,; mindestens (2 — 1/B)-mal so grof wie die von OPT sind.

Die obigen Argumente zeigen auch, daB kein randomisierter Algorithmus ALG
fur das Skifahrerproblem besser als (2 — 1/B)-kompetitiv sein kann: Der ad-
aptive Gegner wartet einfach, bis der Algorithmus ALG kauft. Dann beendet er
das Skifahren. Die Rechnung aus Abschnitt 2.2.1 zeigt dann wieder, dafll ALG
mindestens Kosten von (2 — 1/B)-mal die optimalen Offline Kosten hat.

Im Falle des Skifahrerproblems hilft Randomisieren gegen den adaptiven Geg-
ner nichts. Der folgende Satz zeigt, daR dies kein Einzelfall ist.

Satz 2.7 Sei II ein Online Problem und ALG ein randomisierter Algorithmus
fuir II mit Kompetitivitdt ¢ gegen den adaptiven Offline-Gegner. Dann gibt es
auch einen deterministischen c-kompetitiven Algorithmus fiir T1.

Kompetitivitat cg von
RANDSKI in Abhédngigkeit
von B.
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Beweis: Siehe [10, Kapitel 7]. a

Wir schlieBen das Kapitel mit einem Satz, der die verschiedenen Gegner in Re-
lation setzt.

Satz 2.8 Sei 11 ein Online Problem und ALG ein Online Algorithmus fir I1.
Mit Rapv (ALG) bezeichnen wir die Kompetitivitdt von ALG gegen einen Gegner
vom Typ ADV. Dann gilt:

ROBL (ALG) < RADON (ALG) < RADOFF (ALG)-

Beweis: Siehe [10, Kapitel 7]. a

Ubungsaufgaben

Ubung 2.1 (Kompetitive Algorithmen bei Maximierungsproblemen)
Geben Sie geeignete Definitionen der Kompetitivitat eines Algorithmus flir Ma-
ximierungsprobleme. Ubertragen Sie Definition 2.4 auf Seite 9 fiir deterministi-
sche und Definition 2.6 auf Seite 11 fur randomisierte Algorithmen. Bei Ihrer
Definition sollte analog zu den Minimierungsproblemen ein c-kompetitiver Al-
gorithmus umso »besser« sein, je Kleiner ¢ ist.

Ubung 2.2 (Eigenes Online-Problem)

Formulieren Sie ein eigenes Online-Problem aus Ihrem Interessengebiet oder
aus dem téaglichen Leben. Geben Sie mindestens zwei Online-Algorithmen fur
das Problem an. Versuchen Sie, diese Algorithmen mit Hilfe der kompetitiven
Analyse zu bewerten.

Ubung 2.3 (Dynamische Arrayverwaltung)

Zur Speicherung eines dynamisch wachsenden Arrays soll Speicherplatz allo-
ziiert werden. Speicherplatz steht in Form von Bldcken zur Verfigung. Das Ar-
ray muf} in aufeinanderfolgenden Speicheradressen untergebracht werden. Ei-
ne Anfrage r; bedeutet, dal das Array auf r; Speicherplatze angewachsen ist.
Wenn der aktuelle Speicherblock weniger als r; Speicheradressen enthélt, muf
ein komplett neuer Speicherblock mit mindestens r; Adressen belegt werden.
Der alte Speicherblock wird dann vollstandig verworfen. Das Alloziieren eines
Speicherblocks mit GroRe s kostet s Einheiten.

Wir nehmen an, dal8 in der Eingabefolge 0 = r4,...,r, eine Ordnung r; <
-+« < ry, vorliegt. Die optimalen Offline-Kosten fiir o sind dann oPT(c) = 7.

(a) Geben Sie einen kompetitiven Algorithmus fiir die dynamische Arrayver-
waltung mit mdglichst guter Kompetitivitét (¢ < 4) an.

(b) Beweisen Sie, daB jeder c-kompetitive deterministische Algorithmus ¢ >
2 erflllt.
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Ubung 2.4 (Bin Packing)

Beim Bin Packing sollen Gegenstande in moglichst wenige Kisten verpackt wer-
den. Jeder Gegenstand ¢ hat eine GréRRe r; € [0, 1]. Eine Kiste kann Gegenstén-
de mit Gesamtvolumen hdchstens 1 aufnehmen. Beim Online Bin Packing muf3
der Gegenstand r; verpackt werden, bevor der ndchste Gegenstand r;; bekannt
wird. Einmal verpackte Gegenstande diirfen nicht umverpackt werden.

(a) Zeigen Sie, daf3 jeder c-kompetitive deterministische Algorithmus fir das
Online Bin Packing ¢ > 4/3 erflllt.

(b) Der FIRSTFIT-Algorithmus verpackt den Gegenstand r; immer in die er-
ste Kiste, die noch geniigend Platz hat. Wenn keine Kiste mehr geniigend
Freiraum hat, 6ffnet er eine neue Kiste. Beweisen Sie, dall FIRSTFIT 2-
kompetitiv ist.

Ubung 2.5 (Online Graph-Matching)

In dieser Aufgabe soll eine Online-Variante des Matching Problems vorgestellt
und analysiert werden. Sei dazu G = (HUD, R) ein bipartiter Graph, d.h. jeder
Pfeil » € Rist vonder Formr = (h,d) mith € Hundd € Dund HND = .

Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph. Ein Matching ist dann eine Teilmenge
M C FE, so daB keine zwei Kanten aus A miteinander inzidieren. Ein Mat-
ching heiRt maximal, wenn man keinen Pfeil mehr hinzufiigen kann, ohne die
Matchingeigenschaft zu zerstéren. Ein Matching M, bei dem jede Ecke aus V'
zu einer Kante aus M inzident ist, nennt man ein perfektes Matching.

Die Heiratsvermittlung Online-Matching hat noch n unverheiratete Herren H =
{h1,...,h,} aus guten Verhdltnissen im Angebot. Diese sollen im Rahmen ei-
ner Tanzveranstaltung »an die Frau« gebracht werden. Dazu hat die Heiratsver-
mittlung an n unverheiratete Damen D = {d1, ..., d, } Einladungen verschickt
und auf den Einladungen Portraits der n Herren abgebildet. Jede Dame soll nun
diejenigen Herren ankreuzen, die ihr gefallen. Am Abend des Balls bringt dann
jede Dame die ausgefiillte Karte mit und zeigt diese am Eingang vor.! Der Herr
am Empfang an der Tir ordnet sie dann einem noch verfugbaren Herren, der
auf lhrer Praferenzliste angekreuzt ist, als Tanzpartnerin fir den Abend zu. Ist
keiner der entsprechenden Herren mehr frei, so wird die Dame wieder heim-
geschickt, und zur Entschadigung fiir ihre Miihen erhélt sie einen finanziellen
Ausgleich. Natirlich sollen mdglichst viele Paare gebildet werden, damit die
Awussichten, einen ledigen Herren zu verheiraten, moglichst groR sind.

Das obige Problem der Partnerzuordnung 18Rt sich als Online Version des
Heiratsproblems (perfektes Matching) modellieren. Gegeben sei ein bipartiter
Graph G = (H U D, E)) mit 2n Ecken. Wir setzen voraus, dafl G ein perfektes
Matching besitzt, d.h. daR das Offline Heiratsproblem auf G l6sbar ist.

Ein Online-Algorithmus kennt zu Anfang alle Herren H. Eine Anfrage r; be-
steht aus der Nachbarschaft N(d;) = {h € H : (h,d;) € E} des »Damenkno-
tens« d;. Der Online-Algorithmus muB bei Erhalt der Information zur Dame d;
entscheiden, ob und wenn ja welchem Herren aus N (d;) er die neu angekom-
mene Dame als Partnerin zuordnet (sofern dies Uberhaupt noch méglich ist).

1wir nehmen der Einfachheit halber an, daB jede der eingeladenen Damen zur Veranstaltung
erscheint.
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Die Anfragefolge o = ry,...,r, besteht aus einer Permutation der Damen.
Die Aufgabe des Algorithmus ist es, mdglichst viele Paare zu bilden.

Wir betrachten nun folgenden sehr simplen Algorithmus: Wenn eine Dame ein-
trifft, wird sie irgendeinem Herren, der Ihr geféllt und noch frei ist, zugeordnet.
Wenn keine Zuordnung mdéglich ist, wird die Dame heimgeschickt.

(a) Beweisen Sie, daf? der simple Algorithmus 2-kompetitiv ist.

(Hinweis: Nehmen Sie an, da M ein maximales Matching mit |M| <
n/2 ist. Sei H' die Menge der Herren, die mittels A/ eine Partnerin be-
kommen haben. Dann ist | H’| < n/2. Benutzen Sie, da8 G ein perfektes
Matching besitzt.)

(c) Zeigen Sie, dal} jeder deterministische Online-Algorithmus (und auch
jeder randomisierte Online-Algorithmus gegen einen adaptiven Offline-
Gegenspieler) fur das obige Problem héchstens 2-kompetitiv sein kann.

Ubung 2.6 (Autosuche)

Der Student aus dem Beispiel in Abschnitt 1.1 hat noch nicht mit der Suche nach
seinem Auto begonnen. Wir wollen ihm dabei helfen. Dazu modellieren wir die
Autosuche als Suche nach einem unbekannten Punkt a € R. Der Startpunkt
unseres Studenten ist der Nullpunkt 0.

Die optimale Offline-Strategie kennt den Parkplatz des Autos « und hat Ko-
sten |a| (L&nge des direkten Weges von 0 nach a). Wir nennen eine Suchstrate-
gie fur den unbekannten Autostandort a c-kompetitiv, wenn sie den Studenten
ausgehend von Nullpunkt so bewegt, daB er dabei eine Wegstrecke von héch-
stens ¢ - |a| zurticklegt.

Baeza-Yates et al. [9] haben gezeigt, da kein Algorithmus besser als 9-
kompetitiv sein kann. Ziel der Aufgabe ist es nun, einen 9-kompetitiven (und
somit bestmdglichen) Algorithmus zu konstruieren.

Hinweis: Betrachten Sie den Algorithmus, der zundchst o > 1 Einheiten nach
rechts wandert, dann wieder bis zum Ursprung zuriicklauft, danach o Einheiten
nach links lauft. Der i-te Wendepunkt des Algorithmus ist dann also (—1)*1a?.
Wie sieht die Kompetitivitat des Algorithmus aus? Wie soll man « wéhlen?



Beispiele und elementare
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Referenzwerke: [10, 12, 15]

In diesem Kapitel werden wir uns mit einfachen Online-Problemen, unter ande-
rem mit Erweiterungen des Skifahrerproblems aus Kapitel 2 beschaftigen. An-
hand dieser (hoffentlich motivierenden) Beispiele stellen wir elementare Hand-
griffe der Analyse von Online-Algorithmen vor:

Potentialfunktionen Diese Technik ist eng mit der amortisierten Analyse
amortisierte Analyse verwandt und ermdglicht es, gute Abschatzungen
fur komplette Anfragefolgen zu erhalten.

Grausamer Adversary Um eine untere Schranke fur die Kompetitivitat von
(deterministischen) Online-Algorithmen zu beweisen, konstruiert man
eine Anfragefolge, die in jedem Schritt fir den Online-Algorithmus
»schlechtestméglich« ist.

Durchschnittsargument bei unteren Schranken Man vergleicht die Kosten
eines Online-Algorithmus mit den durchschnittlichen Kosten einer Men-
ge von (Offline-)Algorithmen.

3.1 Organisation von linearen Listen

Gegeben sei eine lineare Liste L mit endlich vielen Elementen. Diese lineare
Liste wird benutzt, um Zugriffsanfragen zu beantworten. Die Kosten, um eine
Zugriffsanfrage auf das Element x ist die Position des Elements in der Liste.
Dies motiviert sich daraus, daB man eine lineare Liste (bei Nichtvorhandensein
von weiteren Hilfstrukturen) von vorne ausgehend durchsuchen muf3, um z zu
finden. Dazu sind im wesentlichen so viele Operationen nétig, wie die Position,
an der z steht. Zu Details Uber lineare Listen verweisen wir auf das Buch [12].

Ein Algorithmus, der die lineare Liste L organisiert, darf die Liste zu jeder Zeit
durch Vertauschen von benachbarten Elementen umordnen. Pro Tausch entste-
hen ihm Kosten von 1. Direkt nach der Zugriffsanfrage auf das Element « darf
der Algorithmus das Element «: kostenfrei beliebig weit an den Anfang der Liste

amortisierte Analyse
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List-Accessing Problem

Potentialfunktion

amortisierte Kosten

verschieben. Die Motivation hierfir ist die, dal man sich wéhrend der sequenti-
ellen Suche einen Pointer zu jeder gewiinschten Position weiter vorne »kosten-
frei« speichern kann, mit Hilfe dessen man x dann an die neue Position in der
Liste einhdngen kann.

Ziel beim List-Accessing Problem ist es, die Gesamtkosten bei der Bearbeitung
einer Sequenz o = r1, ..., 7, von Anfragen r; € L zu minimieren. Ein Online-
Algorithmus mul? die Anfrage r; bearbeiten, bevor er die Anfrage r;; erhélt.

Wir betrachten folgende Strategien:

Algorithmus MTF (Move to the Front) Nach der Anfrage r; bewege das Ele-
ment r; (durch kostenlose Vertauschungen) an den Anfang der Liste.

Algorithmus TRANS (Transpose) Nach der Anfrage r; vertausche das Ele-
ment r; (durch kostenlose Vertauschung) mit seinem Vorgénger in der
Liste (sofern r; nicht schon am Anfang steht).

Algorithmus Fc (Frequency Count) Halte flr jedes der . Elemente in der
Liste einen Z&hler count[z], welcher angibt, wie oft « bereits angefragt
wurde. Bei der Anfrage r; wird der Z&hler count|r;] aktualisiert und die
Liste dann sofort gemé&R absteigender Z&hlerwerte umsortiert.

Satz 3.1 MTF ist (2 — 1/m)-kompetitiv fiir das List-Accessing-Problem.

Beweis: Zum Beweis des Satzes verwenden wir eine Potentialfunktion @, wel-
che der aktuellen Listenkonfiguration von MTF und OPT eine nichtnegative
Zahl ®; > 0 zuordnet. Die amortisierten Kostenamortisierte Kosten a; bei der
iten Operation sind

a; = C; + <I)1 — q)i,1 .

Kosten von MTF fiir 7;  Potentialanderung

Die Intuition hinter eine Potentialfunktion und den amortisierten Kosten ist die
folgende: ®; mift, »wie gut« die aktuelle Konfiguration ist. Man kann ®; als
Bankkonto betrachten. Wenn die Differenz ®; — ®;_ negativ ist, dann unter-
schétzt a; die tatsachlichen Kosten ¢;. Die Differenz wird durch das Entnehmen
des Potentialverlustes aus dem Konto abgedeckt. Es gilt nun:

i=1 i=1 i=1

Wenn wir also a; < (2—1/m)oPT(r;) zeigen kdnnten und ®, unabhéngig von
der Sequenz o ist, so haben wir bewiesen, dal MTF die gewiinschte Kompetiti-
Vitat besitzt.

Wir definieren ®;, d.h. den Wert der Potentialfunktion vor Anfrage r;, wie folgt:

®, := Anzahl der Inversionen
= |{(a,b) : a steht vor b in der Liste von MTF, aber b vor a in der von OPT}|

Wir stellen uns vor, daB bei der Anfrage r; zuerst MTF die Liste nach dem
Element durchsucht und dann umstellt und danach opPT auf seiner Liste arbeitet.
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Abbildung 3.1: Die Konfigurationen der Listen von MTF und OPT zum Zeit-
punkt der Anfrage r; = x.

Wir betrachten die Listen von MTF und OPT bei der Anfrage r; = « (siehe
Abbildung 3.1). Das Element x stehe in der Liste von MTF an Position £, in
der Liste von oPT an Position j. Wir bezeichnen mit p die Anzahl der kosten-
pflichtigen und mit f die Anzahl der freien Vertauschungen, die oPT nach der
Anfrage r; vornimmt.

Sei v die Anzahl der Elemente, die vor x in der Liste von MTF, aber hinter x in
der Liste von oPT stehen (diese Elemente sind in der Abbildung durch Sterne x
angedeutet).

Wenn nun MTF das Element 2 an den Anfang der Liste verschiebt, dann werden
dabei v Inversionen aufgehoben und maximal k—1—wv < j—1 neue Inversionen
geschaffen (Mor x stehen in der Liste von MTF aufRer den Elementen, welche die
v Inversionen verursachen, noch £ — 1 —wv Elemente. Alle diese Elemente stehen
in der Liste von OPT vor z, da sie sonst Inversionen induzieren wirden).

Die Potentialdifferenz ®; — ®;_; ist also vor dem Umordnen von OPT durch
—v+k—1—v < j—1—wvnach oben beschrankt. Die amortisierten Kosten
sind also bis zu diesem Zeitpunkt durch

j—1—v=k—1-— j<2j—1
k +j v==k v+7<2)

=c;

nach oben beschrankt. Durch Umordnen der Liste kann oPT die Potentialfunk-
tion um maximal p — f erhéhen. Somit gilt:

G <21+ (p—f)<2j+p) —1=20°PT(r) 1.  (32)

Aus (3.2) ergibt sich durch Summation """, a; < 20PT(0) —n. DaoPT (o) <

nm ist, folgt
Zai < <2 - i) opPT(0).
=1 m

Anwendung von (3.1) und Ausnutzen von ®, = 0 zeigt nun die Aussage des
Satzes. O

Wir zeigen nun eine untere Schranke fir die Kompetitivitat jedes determini-
stischen Algorithmus. Dabei benutzen wir eine Technik, die als Grausamer
Adversary (Cruel Adversary) bekannt ist.

Grausamer Adversary

Cruel Adversary
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Satz 3.2 Sei ALG ein beliebiger deterministischer Online Algorithmus fiir das
List-Accessing-Problem. Wenn ALG c-kompetitiv ist, dann gilt: ¢ > 2—2/(m+
1), wobei m die Lénge der Liste ist.

Beweis: Der grausame Adversary fragt in jedem Schritt das letzte Element der
Liste von ALG an: er wahlt dabei die L&nge n der Anfragefolge beliebig lang.
Fur den Online-Algorithmus ALG entstehen insgesamt also Kosten

ALG(0) = nm.

Wir betrachten nun die m! statischen Offline-Algorithmen, die den Permutatio-
nen der m Elemente in der Liste entsprechen. Jeder dieser Algorithmen sortiert
anfangs die Liste gem&R der ihm zugeordneten Permutation und 18Rt die Liste
dann fir die komplette Anfragesequenz o fest. Die gesamten Anfangskosten
zum Sortieren fiir alle diese Algorithmen ist durch eine Konstante b beschrankt,
die nur von m abhéngt.

Wir betrachten die Gesamtkosten der m! Algorithmen bei der Bearbeitung ei-
ner Anfrage r; = x. Fir jede der m mdglichen Positionen von z gibt es genau
(m — 1)! Permutationen, welche = an dieser Position haben. Also sind die Ge-
samtkosten

Ui B m(m + 1)
> jm =1 = (m - )=

J=1

Damit sind die Gesamtkosten auf o fiir die m! statischen Algorithmen maximal:

n(m — 1)!@ -+ mlb.

Der beste der statischen Algorithmen hat Kosten, die hdchstens so grof3 wie der
Durchschnitt

1 1 1
L (n(m—l)!w +m!b) —n

m! 2
Somit folgt:
ALG(0) nm 2m n—oo 2mM 2
Z 1 = — = 2 —_ — .
OPT(0) ~ nH +b m+1+2b/n m+1 m

Was ist mit den Algorithmen TRANS und FC? Beide Strategien klingen »ver-
niinftig«. Insbesondere ist TRANS eine »konservativere« Variante von MTF: das
gesuchte Element wird nicht komplett an den Anfang der Liste geschoben, son-
dern nur eine Position weiter nach vorne.

Satz 3.3 Es gibt fiir jedes ¢ > 0 beliebig lange Anfragesequenzen o mit
TRANS(0)/OPT(0) > 2m/3 — . (Damit ist TRANS nicht kompetitiv, wenn
wir m nicht als Konstante ansehen.)
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Beweis: Wir benutzen wieder einen grausamen Adversary, um eine schlechte
Folge o flir TRANS zu konstruieren. Dabei ist die Strategie des grausamen Ad-
versaries im Fall von TRANS sehr einfach: es werden abwechselnd die zwei
Elemente angefragt, welche an den letzten beiden Positionen der Liste stehen.

Wenn der grausame Adversary das letzte Element der Liste von TRANS anfragt,
dann schiebt TRANS das Element an die vorletzte Position. Bei der néchsten
Anfrage wandert es wieder an die letzte Position, da es mit dem aktuell letz-
ten Element vertauscht wird. Die Kosten von TRANS auf einer so konstruierten
Folge 0 = r1,..., 7, sind also wieder

TRANS(0) = nm.

Der Adversary kann nach den ersten beiden Anfragen die beiden Elemente
durch freie Vertauschungen an die ersten beiden Positionen schieben. Er hat
dann fiir jedes Paar von Anfragen Kosten 3. Seine Gesamtkosten sind also hoch-
stens

OPT(0) <2m+3(n —2)/2.

Somit ergibt sich:

TRANS(0) nm 2m
— —.
opPT(o) — 3(n/2—-1)+2m 3

In Ubung 3.3 wird gezeigt, daR auch Fc nicht kompetitiv ist.

3.2 Das Bahncard-Problem

Wir betrachten das Bahncard-Problem aus Abschnitt 1.1 in einer allgemeine-
ren Version. Seien B > 0 (der Kaufpreis einer Bahncard), 7' > 0 (die Gul-
tigkeitsdauer einer Bahncard) und 8 € [0, 1] (der Discount-Faktor einer Bahn-
card) fest. Beim (B, T, 3)-Bahncard-Problem erhalt ein Algorithmus eine Folge
o =ry,...,r, von Fahrtanfragen r; = (¢;, p;), welche chronologisch geordnet
sindt; < --- < t,. Die Zahl p; gibt den reguléren Preis der Fahrt i an.

Die Aufgabe des Algorithmus ALG ist es, auf jede Fahrtanfrage durch Kauf
einer Fahrkarte zu reagieren (ALG kann also niemals Fahrten ablehnen). Vor
dem Kauf der Fahrkarte, kann ALG noch fir Kosten C' eine Bahncard kaufen.
Eine Bahncard, die zum Zeitpunkt ¢ gekauft wird, ist im Intervall [t,¢ + T')
glltig. Die Kosten von ALG bei Anfrage r; sind

(rs) {ﬁpi wenn ALG eine giiltige Bahncard zum Zeitpunkt ¢; besitzt
Cal\T; ) =

p;  sonst.

Ein Online-Algorithmus fiir das Bahncard-Problem erhélt die Anfrage ;1 erst,
wenn er die Anfrage r; bearbeitet hat. Ein Offline-Algorithmus kennt die kom-
plette Folge o im Voraus.

Wir nennen
B

C::m

(B, T, B)-Bahncard-Problem
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die kritischen Kosten. Der Wert C' bezeichnet den Kostenschwellwert, ab_dem
es billiger wird, eine Bahncard zu kaufen, wenn aktuelle Fahrkosten von C an-
liegen.

Warum ist das Bahncard-Problem eine Verallgemeinerung des Skifahrerpro-
blems, das wir in Kapitel 2 genauer untersucht haben? Man erhélt das Skifah-
rerproblem als Spezialfall des Bahncard-Problems, wenn die Giltigkeitsdauer 7"
einer Bahncard unendlich und der Discount-Faktor 8 gleich Null ist. Das Deut-
sche Bahncard-Problem erhélt man mit B = 240, 7 = 1 Jahrund 8 = 1/2.

Beobachtung 3.4 Der Algorithmus, der niemals eine Bahncard kauft, ist 1/ -
kompetitiv.

Fur das Deutsche Bahncard-Problem folgt aus der Beobachtung 3.4, dalR man
bei standiger Verweigerung des Kaufs einer Bahncard 2-kompetitiv ist. Der fol-
gende »Algorithmus« wird gerne von den DB-Kundenberatern vorgeschlagen:

Algorithmus pBkB (DB-Kundenberater) Wenn keine gultige Bahncard vor-
liegt und die aktuelle Anfrage mindestens Fahrkosten C' hat, dann kaufe
eine Bahncard. Ansonsten kaufe keine Bahncard.

Wie gut ist nun der Algorithmus DBkB? Das folgende Lemma zeigt, dal der
DB-Kundenberater im Worst-Case auch nicht besser als der triviale Algorith-
mus ist, der niemals eine Bahncard kauft.

Satz 3.5 DBKB ist nicht besser als 1/3-kompetitiv.

Beweis: Der Adversary gibt DBKB eine Folge von n Auftrdgen der Form r; =

L

T
T

= Zeit

Abbildung 3.2: Beweis von Satz 3.5

(i-T=5¢,C —¢), wobei ¢ > 0 Klein ist. Der Algorithmus DBKB kauft bei keiner

n

Anfrage eine Bahncard, hat also Kosten

DBKB(0) = n(C —¢).

Wenn n nur grof genug ist, dann ist die optimale Offline-Ldsung offenbar, bei
der ersten Fahrkartenanfrage eine Bahncard zu kaufen. Daher gilt dann:

oPT(c) = B + @. (3.3)
Somit haben wir:
DBKB(0) n(C —¢€) nooo 1
= _ 1o
OPT(0) B4+ % B

Wie oben angedeutet, strebt der Quotient aus den Kosten von DBKB(c) und
oPT(o) flrn — oo gegen 1/0. Dies zeigt das gewiinschte Ergebnis. O
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Korollar 3.6 Fiir das Deutsche Bahncard-Problem ist der Algorithmus DBKB
auch nur 2-kompetitiv. a

Das Ergebnis aus Satz 3.5 erscheint frustierend. Immerhin erscheint doch die
Strategie des DB-Kundenberaters ganz verninftig. Gibt es am Ende gar keinen
besseren Algorithmus?

Um ein Geflhl flr die Schwierigkeit des Online-Problems zu bekommen, be-
schéaftigen wir uns zundchst einmal mit der Struktur eines optimalen Offline-
Algorithmus.

Wir nennen ein Zeitintervall I teuer, wenn die Summe der Preise der Auftrage
in I mindestens C' erreichen. Ansonsten heif3t I billig.

Definition 3.7 (Reduzierte und regulére Anfrage) Sei o = ry,...,r, €ine
beliebige Anfragefolge und ALG ein beliebiger Algorithmus, der o bearbeitet.
Ftir eine Anfrager; = (t;, p;) nennen wir Bp; den reduzierten Preis und p; den
reduzierten Preis. Hat ALG zum Zeitpunkt t; eine Bahncard, so nennen wir r;
eine reduzierte Anfrage (fir ALG). Ansonsten heil3t r; eine reguldre Anfrage
(fir ALG).

Lemma 3.8 Sei o = ry,...,r, eine beliebige Anfragesequenz und OPT ein
optimaler Offline-Algorithmus. Dann kénnen wir O. B. d. A. folgendes anneh-
men:

(i) opPT kauft niemals eine Bahncard bei einer reduzierten Anfrage.

(i) Sei I ein Zeitintervall der Lénge héchstens T und p! (o) := dit,erPi >
C. Dann hat oPT mindestens eine reduzierte Anfrage in I.

Beweis:

(i) Zum Zeitpunkt der reduzierten Anfrage besitzt oPT nach Definition be-
reits eine Bahncard. Aufschieben des Kaufs bis zur nachsten reguléren
Anfrage erhoht die Kosten nicht.

(i) Angenommen, OPT habe nur reguldre Anfragen in /. Dann kauft oPT
wéhrend des gesamten Zeitintervalls I keine Bahncard. Sei r; die erste
Anfrage im Intervall 1. Wir modifizieren die L&sung von OPT so, dafl zum
Zeitpunkt ¢; eine Bahncard gekauft wird. Diese ist dann flr das komplette
Zeitintervall I gultig, da I Lange hdchstens 7' besitzt. Durch Kauf der
Bahncard erhohen sich die Kosten fir oPT zundchst um B, die Kosten
flr Fahrkarten in I reduzieren sich dann aber um den Faktor 3. Somit ist
der Kostenanstieg:

B—(1-Bpi(0) < B~ (1-H)C=0.

Folglich ist die modifizierte Losung ebenfalls optimal.
O

In Ubung 3.1 wird ein optimaler Offline-Algorithmus fiir das Bahncard-Problem
erarbeitet.
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Algorithmus BcsuMm Wenn bei der Anfrage r; = (¢;,p;) keine gultige Bahn-
card vorhanden ist, dann kaufe eine Bahncard, falls die reguldren Ko-
sten p(ti=T:til (o) fur BCsuM im Zeitintervall (¢; — T, t;] mindestens den
Wert C erreichen (bei den Kosten im Intervall (t; — T, ¢;] werden die
Kosten fir r; mitgerechnet.

Beobachtung 3.9 Wenn BCcsuM zum Zeitpunkt t eine Bahncard kauft, dann
ist das Zeitintervall (t — T, t] teuer.

Satz 3.10 BCSUM ist (2 — 3)-kompetitiv.

Beweis: Sei o = rq, ..., r, eine beliebige Anfragefolge. Fiir ein Zeitintervall I
bezeichnen wir mit ¢l . (o) die Fahrpreiskosten (ohne Kosten fiir die Bahn-
cards!) von Algorithmus ALG im Zeitintervall .

Seien 1, < 1 < --- < 7 die Zeitpunkte, zu denen OPT eine Bahncard kauft.
Dies unterteilt die Gesamtzeit in Epochen [7;,7;11), j = 0,..., k, wobei wir
70 := 0 und 741 := 400 Setzen.

Zundchst argumentieren wir, da Bcsum fruhestens in der ersten Epoche
[11, T2) eine Bahncard kauft. Angenommen BCSUM kaufe zum Zeitpunkt ¢ < 7
eine Bahncard. Dann ist nach Definition von BCcsuM das Intervall (¢t — T',¢]
teuer. Nach Lemma 3.8 hdtte dann oPT mindestens eine reduzierte Anfrage in
diesem Zeitintervall, hatte also eine Bahncard zu einem Zeitpunkt ¢/ < t < 7
gekauft, was der Definition von 7 widerspricht.

Wir betrachten die Epochen [7;, 7;41) fUr j > 1 genauer. Da OPT zum Zeit-
punkt 7; eine Bahncard kauft, muB das Zeitintervall [r;,7; + T') teuer sein
(sonst kénnten wir die Kosten fur oPT verringern, indem wir auf diesen Kauf
der Bahncard verzichten). Weiterhin ist das Intervall [7; + T, 7541 ) billig (sonst
konnten wir durch zusétzlichen Kauf einer Bahncard zum Zeitpunkt 7; + 7" die
Kosten wiederum verringern). Mit Hilfe von Beobachtung 3.9 folgt daher, daf?
BCSUM in jeder Epoche [r;, ;1) (j > 1) hochstens eine Bahncard kauft. Wir
hatten bereits oben gesehen, da BCSUM in [rg, 71) keine Bahncard kauft. Die
Gesamtkosten fur Bahncards von BCsuM fiir o ist also durch kB nach oben
beschrénkt.

Da opT im billigen Intervall [r;+T,7;41) j = 0, ..., k keine Bahncard besitzt,
gilt fir die Fahrpreiskosten:

codam T (0) < el T (oPT) firj=0,...k (34

Wir betrachten nun ein teures Intervall I; = [r;,7; + T') und teilen dieses in
drei disjunkte Teilintervalle I}, I7, I’ auf, wobei auch einige dieser Teilinter-
valle leer sein kdnnen. Wahrend []1 und 1]3 hat BCSuM eine Bahncard, im Zeit-
intervall 133 hat Bcsum keine Bahncard. Man beachte, dal3 diese Partitionierung
immer durchfuhrbar ist. Die Fahrpreiskosten von BcsuM wahrend [ sind dann:

Catsum (0) = BpT (o) + T (o) + BpY (0). (35)

Die Fahrpreiskosten von opT wéhrend I sind

copr(0) = BMY (o) + ' (0) + pb (o). (3.6)
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Dazu kommen fiir opT noch Kosten B fiir eine Bahncard.

Sei ¢ so gewdhlt, dal der Quotient
Es gilt fur reelle Zahlen

B+ B(p" (o) +p'i (o)) +p'e (o) a>b>0undz >0 die
B+ B(p'a (o) + pli(0) + pli (o)) Ungleichung:
. . a+x a
maximal ist. Aus (3.4), (3.5), (3.6) und der Beobachtung von oben, da BCSuMm b+ < b

insgesamt hdchstens Kosten & B fiir Bahncards hat, ergibt sich:
T, \Ti+1 1 2 3
BCSUM(o) _ B+ X gt (o) + 55, 6" (0) +97 (o)) + 0" (0)

OPT(0) = kB 4+ X i (0) + B, B(05 (0) + bV (0) + PP (0))
<B+Z B(p'i (o) + pY (0)) + ' (0)
( ) +

C B+BY Pl (o) +pY (o) + " (o))
<B+5(p"(0)+17"(0))+p"(0)

~ B+ ﬁ(p 1(0) +p'i (o) +pi ()
<B+p (U)

- syt _()

<2t ﬁ% (dap' (o) < C)
—2_3.

|

Korollar 3.11 Fir das Deutsche Bahncard-Problem ist der Algo-
rithmus BCSUM 3/2-kompetitiv. Insbesondere schldgt er den DB-
Kundenberateralgorithmus DBKB. O

Satz 3.12 Sei ALG ein beliebiger deterministischer Online Algorithmus fiir das
Bahncard-Problem. Wenn ALG c-kompetitiv ist, dann gilt: ¢ > 2 — (3.

Beweis: Sei ¢ > 0 eine kleine Konstante. Der Adversary gibt nun solange Fahr-
auftrdge mit Kosten ¢, bis ALG eine Bahncard kauft. Die Fahrauftrage werden
dabei beliebig dicht gesetzt, so daf alle Auftrdge im Zeitraum [0, T") erfolgen.
Man beachte, dal ALG irgendwann eine Bahncard kaufen will, wenn er besser
als 1/3-kompetitiv sein mdchte. Sobald ALG die Bahncard gekauft hat, beendet
der Adversary die Anfragesequenz. Sei s die Summe der Kosten bis zu dem
Zeitpunkt, wo ALG die Bahncard kauft, wobei der letzte Auftrag nicht mitge-
rechnet wird. Dann gilt:

ALG(0) = s+ B+ fe

und
s+e fallss+e¢ < C
OPT(0) = _
B+p8(s+e) fallss+e>C.
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Somit folgt:
ALG(0)  [EEHEEE fallss+e<C
OPT(0) | pioney fallss+e>C.
e(1-p)°
>2—-0—- —.
>2-p 5

Dabei haben wir ausgenutzt, daB beide Quotienten ihr Minimum bei s = C' — ¢
erreichen. Da nun e > 0 beliebig klein gewéhlt werden kann, folgt die Behaup-
tung. O

Ubungsaufgaben

Ubung 3.1
Geben Sie einen polynomialen Algorithmus fir das Offline Bahncard-Problem
an.

Ubung 3.2 (Potentialfunktionen und amortisierte Kosten)

Beim Beweis der Kompetitivitat von MTF haben wir eine Potentialfunktion und
amortisierte Kosten benutzt. Potentialfunktionen sind ein elegantes Hilfsmittel.
In dieser Aufgabe soll der Nutzen von Potentialfunktionen an einfachen Bei-
spielen aus dem Bereich der Datenstrukturen illustriert werden.

Wir betrachten eine anfangliche Datenstruktur Dg, auf der n. Operationen aus-
gefuhrt werden. Fir ¢ = 1,...,n seien ¢; die Kosten eines Algorithmus ALG
bei der iten Operation. Mit D; bezeichnen wir die Datenstruktur nach der iten
Operation. Eine Potentialfunktion ® ordnet jeder Datenstruktur D, eine reelle
Zahl ®(D;) zu. Die amortisierten Kosten ¢; bei der iten Operation sind

Die Intuition hinter eine Potentialfunktion und den amortisierten Kosten ist die
folgende: ®(D;) mil’t, »wie gut« der aktuelle Status der Struktur ist. Man kann
®(D;) als Bankkonto betrachten. Wenn die Differenz &(D;)—®(D;_1) negativ
ist, dann unterschatzt ¢; die tatsdchlichen Kosten c;. Die Differenz wird durch
das Entnehmen des Potentialverlustes aus dem Konto abgedeckt.

Fur die amortisierten Kosten gilt:

W

=1 7

¢+ ®(Dg) — (D). (3.7)
1

n n

Wir analysieren im folgenden Stackoperationen. Ein Stack ist ein Last-in-First-
Out Speicher S, auf dem die folgenden Operationen definiert sind:

e PUSH(S, z) legt das Objekt - oben auf den Stack.

e PoP(S) liefert das oberste Objekt auf dem Stack und entfernt es vom
Stack (wenn der Stack leer ist, dann bricht die Operation mit Fehler ab).
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Beide Operationen kosten O(1) Zeit. Wir erlauben jetzt noch eine weitere Ope-
ration MULTIPOP(S, k), welche die obersten k Objekte des Stacks entfernt. Die-
se Operation benétigt O (k) Zeit.

(a) Zeigen Sie, wie man mit herkdmmlicher Worst-Case-Analyse eine Zeit-
schranke von O(n?) fur eine Folge von n Stackoperationen (beginnend
mit dem leeren Stack) erhélt. Nehmen Sie an, daB fur die MuULTIPOP-
Operationen jeweils geniigend Elemente auf dem Stack liegen.

(b) Benutzen Sie jetzt das Potential ®(.5) := |S| und amortisierte Kosten,
um eine bessere Worst-Case-Zeitschranke von O(n) zu bekommen.

Ubung 3.3 (Untere Schranke fiir Fc)
Beweisen Sie, dal es fir jedes ¢ > 0 beliebig lange Anfragesequenzen o mit
FC(o)/OPT(c) > (m+1)/2 — € gibt.

Ubung 3.4 (Page Replication)

Beim Page Replication Problem ist ein Rechner-Netzwerk, modelliert durch
einen ungerichteten Graphen G = (V, E), gegeben. Eine Datenbank befindet
sich im Netzwerkknoten s € V. Es erfolgen nun Datenbankanfragen in den
Knoten des Netzwerks. Eine Anfrage im Knoten z € V wird dadurch bear-
beitet, daR eine Verbindung zu einem Knoten y € V hergestellt wird, an dem
die Datenbank vorhanden ist. Die Kosten flir diese Verbindung sind d(z, y), die
Léange eines kiirzesten Weges zwischen x und y. Ein Algorithmus kann nun zu-
sétzlich Kopien der Datenbank in den Netzwerkknoten erzeugen. Beim Kopie-
ren der Datenbank vom Knoten v (der bereits eine Kopie besitzt) zum Knoten v
entstehen Kosten D - d(u, v).

(&) Modellieren Sie das Skifahrerproblem aus Abschnitt 1.1 als Spezialfall
des Page Replication Problems. (Hinweis: Der bendtigte Graph ist sehr
klein und einfach!)

(b) Zeigen Sie, dal? der folgende Algorithmus RCP (2 — 1/ D)-kompetitiv fiir
das Page Replication Problem auf Baumen ist. (Hinweis: Benutzen Sie
die Hauptidee aus dem kompetitiven Algorithmus fiir das Skifahrerpro-
blem):

Algorithmus RCP

Der Algorithmus RCP betrachtet den Baum G als Wurzelbaum mit Wur-
zel s, wobei s € V derjenige Knoten ist, der anfangs die Datenbank
besitzt. Fur jeden Knoten v € V benutzt der Algorithmus einen Z&hler
z[v], der anfangs gleich Null ist. Bei einer Anfrage im Knoten v werden
alle Zahler auf dem Pfad von v zum nahesten Vorfahren im Baum, der
eine Kopie besitzt, um eins erhéht. Wenn der Zahler in v den Wert D — 1
erreicht, dann wird die Datenbank zu allen Knoten auf dem Weg vom
né&hesten Vorganger im Baum mit einer Kopie zu v kopiert.
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Paging

Referenzwerke: [10, Kapitel 3 und 4]

Das Paging Problem ist eines der grundlegendsten und &ltesten Online Proble-
me. Dieses Problem hat die Einfiihrung der kompetitiven Analyse in [30] moti-
viert.

Beim Paging ist ein zweistufiges Speichersystem gegeben. Jeder Level kann
Speicherseiten mit fester GroRe aufnehmen. Die erste Stufe ist der langsame
Speicher, welcher eine feste Menge P = {pi1,...,pn} von N Seiten spei-
chert. Die zweite Stufe, der schnelle Speicher (Cache), kann eine beliebige k-
elementige Teilmenge (k < ) von P speichern.

Das Speichersystem erhélt eine Folge o = r4, . . ., r, von Seitenanfragen. Wird
die Seite p; angefragt, so muf’ das System diese Seite im Cache zur Verfligung
stellen. Wenn p; bereits im Cache ist (man spricht dann von einem »Cache
Hit«), so muf} das System nichts tun. Ist p; jedoch nicht im Cache (man spricht
hier von einem »Cache Miss«), so muB3 das System die Seite p; in den Cache
kopieren und erhélt einen Seitenfehler (»page fault«). Beim Kopieren in den
Cache muf3 das System entscheiden, welche der vorhandenen k Seiten im Cache
durch die Seite p; Uberschrieben wird.

h
|a|b|c|d|)(|f|g| Cache
k Seiten
a|b|c|d|e|f|g Langsamer
g g Speicher
N Seiten
HEEEEEE
o = bbcdf§e. ..

Beim Seitenfehlermodell (Page Fault Model) ist die zu minimierende Zielfunk-
tion einfach die Anzahl der Page Faults. Im Zugriffskostenmodell (Access Cost
Model) kostet ein Cache Hit eine Einheit, wahrend ein Cache Miss Kosten s

langsamer Speicher

schneller Speicher (Cache)

Cache Hit
Cache Miss

Seitenfehler

Abbildung 4.1

Die ersten Anfragen aus o auf
die Seiten b, c und d sind
cache hits. Die nédchste
Anfrage erfolgt auf die
Seite h, die nicht im Cache
ist. Der Paging Algorithmus
muB nun h in den Cache
bringen und dabei eine Seite
im Cache Uberschreiben (im
Beispiel die Seite e).

Seitenfehlermodell (Page
Fault Model)

Zugriffskostenmodell (Access
Cost Model)
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verursacht. Wir betrachten im folgenden nur das Seitenfehlermodell.

Eine typische Anwendung des Paging Problems ist das Caching von Festplatten-
zugriffen. Hier ist der langsame Speicher die Festplatte und der schnelle Spei-
cher der Hauptspeicher (RAM). Eine weitere Anwendung ergibt sich beim Ca-
ching von Hauptspeicherzugriffen, wo der Schnellspeicher der Prozessorcache
und der langsame Speicher der Hauptspeicher ist.

4.1 Ein optimaler Offline Algorithmus

Wir betrachten zunachst das zugehérige Offline-Problem. Hier ist die Anfrage-
folge o = r4,...,r, komplett bekannt. Fiir das Offline-Problem &Rt sich ein
einfacher Algorithmus angeben, welcher fir jede Folge o eine minimale Anzahl
von Seitenfehlern erzeugt.

Algorithmus LFD (Longest-Forward-Distance) Uberschreibe bei einem Ca-
che Miss diejenige Seite im Cache, deren néchster Zugriff am weitesten
in der Zukunft liegt.

Beispiel 4.1 Sei die GroRe des Cache k£ = 4 und der anfangliche Cache-
Inhalt gleich abed. Wir betrachten die Bearbeitung der Anfragefolge o =
aabegbbedadge. Die ersten drei Seitenanfragen sind Cache Hits. Bei der An-
frage der Seite e entfernt LFD die Seite @ aus dem Cache, da diese von den
Seiten a, b, ¢ und d in der Zukunft am spétesten angefragt wird. <

Der Algorithmus LFD ist offensichtlicherweise ein Offline-Algorithmus. Er be-
notigt die Kenntnis der Zukunft, um zu entscheiden, welche Seite er aus dem
Cache entfernen (liberschreiben) soll.

Um zu beweisen, dal LFD eine minimale Anzahl von Seitenfehlern erzeugt,
bendtigen wir folgendes Lemma.

Lemma 4.2 Sei ALG ein Paging Algorithmus und sei o = r1,...,r, eine be-
liebige Anfragefolge. Dann gibt es firi = 1,...,n einen Algorithmus ALG;
mit folgenden Eigenschaften:

1. ALG; bearbeitet die ersteni — 1 Anfragen genau wie ALG.

2. Wenn die ite Anfrage ein Seitenfehler ist, dann verwirft ALG; diejeni-
ge Seite, deren ndchste Anfrage am weitesten in der Zukunft liegt (d.h.
geméll LFD-Regel)

3. ALG;(0) < ALG(0).

Beweis: Wir konstruieren ALG; aus ALG. Wenn die ite Anfrage kein Seitenfeh-
ler ist, dann ist nichts zu zeigen. Wir nehmen daher an, daB die Anfrage r; = f
einen Seitenfehler bei Algorithmus ALG produziert.

Sei p diejenige Seite, welche ALG aus dem Cache entfernt und durch r; = f
ersetzt. Sei ferner ¢ diejenige Seite, welche beim Seitenfehler auf r; geman
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LFD-Regel ersetzt wurde. Wir kénnen annehmen, daB p # ¢ gilt, denn sonst ist
nichts mehr zu zeigen.

Der Algorithmus ALG; ersetzt nun ¢ im Cache durch die Seite f. Der Inhalt des
Caches von ALG; nach Bearbeiten der Anfrage r; ist X U {p}, der von ALG ist
X U {q}, wobei X die £ — 1 gemeinsamen Seiten im Cache sind.

Nach der Anfrage r; verarbeitet ALG; den Rest der Folge o bis zu dem ersten
Zeitpunkt r;, wo die Seite p das nachste Mal gefragt wird, wie folgt:

e Wenn ALG die Seite ¢ aus dem Cache entfernt, dann entfernt ALG; die
Seite p.

e \Wenn ALG die Seite = # ¢ aus dem Cache entfernt, dann entfernt auch
ALG; die Seite x aus dem Cache.

Man zeigt leicht durch Induktion, daR’ bis zum ersten Zeitpunkt, zu dem ALG
die Seite ¢ entfernt oder ; = p gilt, die Caches von ALG; und ALG die Form
X' U {p} bzw. X’ U {q} mit einer gemeinsamen Menge X’ aus k — 1 Seiten
haben. Tritt also bis zur ersten Anfrage von p irgendwann der erste Fall ein,
so sind ab diesem Zeitpunkt beide Caches identisch und beide Algorithmen
arbeiten ab dann gleich. In diesem Fall ist nichts mehr zu zeigen, weil dann die
Anzahl der Seitenfehler beider Algorithmen fiir die Folge o identisch sind.

Bei Anfrage der Seite p (diese Anfrage kommt nach Definition von p vor der
nachsten Anfrage von ¢) in r; hat ALG einen Seitenfehler, wéhrend ALG; die
Seite p im Cache hat. ALG ersetzt daraufhin eine Seite » im Cache durch p.
Wenn r = ¢ ist, dann sind die beiden Caches identisch, und wir sind fertig.
Ansonsten ist der Cache von ALG von der Form X" U {q} und der von ALG;
von der Form X" U {r}.

Wenn das nachste Mal ¢ gefragt wird, dann hat ALG; einen Seitenfehler, wéh-
rend ALG einen Cache Hit hat. Nun ersetzt ALG; die Seite r durch ¢, und beide
Caches werden identisch.

Insgesamt hat ALG; also bis zum Identifizieren der beiden Algorithmen héch-
stens so viele Seitenfehler wie ALG. |

Korollar 4.3 LFD ist ein optimaler Offline-Algorithmus fiir das Paging.

Beweis: Sei oPT ein optimaler Offline-Algorithmus. Sei ¢ = ry,..., 7, be-
liebig. Aus Lemma 4.2 erhalten wir einen Algorithmus oPT; mit oPTy (o) <
OPT(o). Wir wenden das Lemma mit ¢ = 2 auf oPT; an und erhalten oPT,
mit oPTo(0) < OPT1(0) < OPT(o). Fortsetzen liefert dann opPT,,, welcher
die Folge o gemalk LFD abarbeitet. |

Lemma4.4 Esgelte N = k+1.Seioc =ry,...,r, eine beliebige Anfragefol-
ge. Dann gilt LFD(o) < [|o|/k], d.h. héchstens jede k-te Anfrage ergibt einen
Seitenfehler.

Beweis: Angenommen, LFD habe einen Seitenfehler bei Anfrage r; und ver-
werfe die Seite p seines Cacheinhalts X . Der nachste Seitenfehler von LFD ist
wegen N = k + 1 auf der Seite p. Bis p gefragt wird, mussen aber wegen der
LFD-Regel alle & — 1 Seiten aus X \ {p} gefragt worden sein. Somit hat LFD
hdchstens alle & Anfragen einen Seitenfehler. O

ALG:
YU{p,qt — YU{f,q}
ALG;:
YU{p,q} — Y U{p [}

ALG: X' U{q} — X' U{z}
ALG;!
X' u{p} — X'U{z}

Hier kennt man einen
optimalen
Offline-Algorithmus!
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Seitenersetzungsstrategien

Phasenpartition:

k versch. Seiten

P
T =T1,...,Tj1,

k versch. Seiten

[P —
Tji+1yeeeyThgye--
< k versch. Seiten
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Markierung

4.2 Deterministische Online-Algorithmen

Beim Online-Paging muf der Online-Algorithmus bei einem Seitenfehler auf
der Anfrage r; seine Entscheidung, welche Seite er im Cache (iberschreibt, ohne
Kenntnis der zukiinftigen Anfragen r; 41, 712, . . . treffen.

Folgende Algorithmen (Seitenersetzungsstrategien) sind gebrauchlich:

FIFO (First-In/First-Out) Entferne die Seite aus dem Cache, die am l&ngsten
im Cache ist.

LIFO (Last-In/First-Out) Entferne die Seite aus dem Cache, die zuletzt in den
Cache gebracht wurde.

LFU (Least-Frequently-Used) Entferne eine Seite, die am seltensten gefragt
wurde.

LRU (Least-Recently-Used) Entferne die Seite, deren letzter Zugriff am wei-
testen zurtickliegt.

Zunéchst zeigen wir, dal’ LIFO und LFU nicht kompetitiv sind.

Wir beginnen mit LIFO. Sei X = {pz, ..., px} der anfdngliche Cacheinhalt von
LIFO und piy1 ¢ X eine beliebige weitere Seite. Wir betrachten die Folge

0 =P1,P25- -, Pk, (pk+1;pk)é
=DP1,DP2,- .-, Pk, (pk+1;pk)a ceey (pk+17pk)

£ mal

Ab der (k+ 1)ten Anfrage hat LIFO bei jeder Anfrage einen Seitenfehler. Es gilt
daher: LIFO(o) = 2¢. Andererseits gilt: opT(c) = 1. Da wir ¢ beliebig grof3
wahlen kénnen, gibt es keine Konstanten ¢ und «, so daB LIFO(0) < cOPT(o)+
a gilt.

Fur LFU benutzen wir die Folge

0= p?v s 7p£717 (pkvpk’+1)é-

Nach den ersten (k—1)¢ Anfragen hat LFU bei jeder Anfrage einen Seitenfehler.
Es folgt: LFU(o) > 2(¢ — 1). Andererseits gilt: oPT(o) = 1. Wiederum kann ¢
beliebig groR gewahlt werden.

4.2.1 Phasenpartitionen und Markierungsalgorithmen

Zur Analyse der Algorithmen benutzen wir ein wichtiges Hilfsmittel, die &-
Phasenpartition einer Anfragefolge . Die Phase 0 besteht aus der leeren Folge.
Fur 4 > 0 besteht die Phase 7 + 1 aus der maximalen Teilfolge von o, die
auf die Phase ¢ folgt und die aus héchstens & verschiedenen Seitenanfragen
besteht. Die k-Phasenpartition einer Anfragefolge ist immer eindeutig definiert
und unabhéngig von einem bestimmten Algorithmus.

Sei 0 = r,...,r, €ine beliebige Anfragefolge. Wir weisen jeder Seite (im
gesamten langsamen Speicher) eine Markierung in folgender Weise zu: Am



4.2 Deterministische Online-Algorithmen

33

Anfang jeder Phase werden die Markierungen aller Seiten geléscht. Wéhrend
einer Phase markieren wir eine Seite, wenn sie das erste Mal gefragt wird. Man
beachte, daB die Markierung der Seiten immer noch unabhéngig von einem be-
stimmten Algorithmus ist.

Ein Markierungsalgorithmus ist ein Algorithmus mit der Eigenschaft, dal3 er
niemals eine markierte Seite aus dem Cache entfernt.

Lemma 4.5 LRU ist ein Markierungsalgorithmus.

Beweis: Angenommen LRU wirde in einer Phase die markierte Seite p bei An-
frage r; aus dem Cache entfernen. Wir betrachten die erste Anfrage r; (j < 7)
auf p in dieser Phase. Nach der Anfrage r; ist p markiert und die Seite im Cache
von LRU, deren letzter Zugriff am jungsten ist. Sei X der Cacheinhalt von LRU
zu diesem Zeitpunkt.

Damit p von LRuU entfernt wird, mul} p diejenige Seite werden, deren letzter
Zugriff am weitesten zuriickliegt. Das bedeutet, da nach der Anfrage r; jede
der k — 1 Seiten aus X \ {p} in der aktuellen Phase angefragt worden sein
mui. Da r; = p wurden bis zum Entfernen von p somit k£ verschiedene Seiten
in der Phase gefragt. Nun wird p von LRU bei der Anfrage r; hach Annahme
entfernt. Es folgt r; ¢ X, da sonst kein Seitenfehler vorlage. Damit wurden in
der Phase k + 1 verschiedene Seiten angefragt. Dies widerspricht der Definition
der Phasenpartition. m]

Satz 4.6 Jeder Markierungsalgorithmus ist k-kompetitiv fir das Paging Pro-
blem mit Cachegrofie k.

Beweis: Sei ALG ein Markierungsalgorithmusund o = rq, ..., r, eine beliebi-
ge Anfragefolge. Wir betrachten die k-Phasenpartition von o.

In jeder Phase hat der Markierungsalgorithmus ALG hdchstens & Seitenfehler:
Bei einem Seitenfehler wird eine Seite markiert und in den Cache gebracht. Da
der Markierungsalgorithmus nie eine markierte Seite aus dem Cache entfernt,
kann er in jeder Phase pro markierter Seite hochstens einen Seitenfehler haben.
Da jede Phase hdchstens k verschiedene Seitenanfragen enthélt, folgt, dall ALG
hdchstens & Seitenfehler pro Phase hat.

Der optimale Offline-Algorithmus oPT hat mindestens so viele Seitenfehler wie
es Phasen gibt: Wir unterteilen die Folge o in Segmente. Jedes Segment startet
bei der zweiten Anfrage der zugehdrigen Phase und endet mit der ersten Anfra-
ge der folgenden Phase. Zu Beginn eines Segments hat OPT die zuletzt gefragte
Seite p, d.h. die Seite der ersten Anfrage der Phase, im Speicher. Bis zum Ende
der Phase werden noch k& — 1 von p verschiedene Seiten, bis zum Ende des Seg-
ments noch k von p verschiedene Seiten gefragt. Da OPT nur & Seiten in Cache
halten kann, muR oPT im Segment mindestens einen Seitenfehler haben. O

Korollar 4.7 LRuU ist k-kompetitiv fiir das Paging Problem mit Cachegré-
Re k. |

Im Gegensatz zu LRuU ist FIFO kein Markierungsalgorithmus. Sei pq, . . . , py, der
anfangliche Cacheinhalt von FIFO und px1 eine beliebige weitere Speicher-
seite. Wir betrachten die folgende Anfragefolge: o = p1,po, ..., Pk, Pr+1. Bel

Markierungsalgorithmus

Phase

Ty =Dy

T4,

mind. X \ {p}

Phase 7

Tit+1l .-
Start Seg.

Ty,

s Tiy e

Tj+1
Ende Seg. @

)



34

Paging

Anfrage von p1 entfernt FIFO eine Seite aus {p1, . . ., px } aus dem Cache, um
sie durch py1 zu ersetzen. Sei dies 0. B. d. A. p;. Die néchsten beiden Anfragen
sind auf p, und dann wieder auf p;. Bei der Anfrage auf p; erfolgt wieder ein
Seitenfehler. FIFO entfernt nun eine der &ltesten Seiten im Cache, d.h. eine der
Seiten po, . .., px. Dabei wird eventuell die markierte Seite p, aus dem Cache
entfernt.

Trotzdem ist FIFO k-kompetitiv, wie der folgende Satz zeigt:

Satz 4.8 FIFO ist k-kompetitiv fiir das Paging Problem mit Cachegrifie k.

Beweis: Der Beweis ist eine leichte Modifikation desjenigen von Satz 4.6. Wir
benutzen wieder die k-Phasenpartition einer Folge o = r1,...,7, und zeigen,
daB FIFO in jeder Phase hdchstens k Seitenfehler hat.

Es habe FIFO in der Phase i einen Seitenfehler auf Seite p. Damit ein erneuter
Seitenfehler auf p entsteht, muf p aus dem Cache entfernt werden. Dazu muf3
p aber die dlteste Seite im Cache werden. Damit dies geschieht, missen alle
k—1 anderen Seiten im Cache gefragt werden. Weiterhin muf3 noch eine weitere
Seite gefragt werden, da sonst p nicht ausgelagert wiirde. Somit werden bis zum
néchsten Seitenfehler auf p mindestens & + 1 verschiedene Seiten angefragt.

Somit ist gezeigt, dal’ FIFO in jeder Phase pro gefragter Seite nur maximal einen
Seitenfehler hat. Da jede Phase nur k verschiedene Seiten enthélt, folgt die Aus-
sage des Satzes. m]

4.2.2 Eine untere Schranke fur deterministische Algorith-
men

Wir beweisen nun, dal? die Kompetitivitadt von LRU und FIFO bestmdglich fiir
deterministische Algorithmen ist.

Satz 4.9 Sei ALG ein beliebiger deterministischer Online Algorithmus fiir Pa-
ging. Wenn ALG c-kompetitiv ist, dann gilt: ¢ > k.

Beweis: Sei S = {p1, ..., pr+1} eine beliebige (k + 1)-elementige Teilmenge
der Seiten. Wir beschranken uns bei den Seitenanfragen nur auf Seiten aus S
und zeigen, dal es eine beliebig lange (und teure) Folge o mit Anfragen aus S
gibt, so daBd |o| = ALG(0) > k - OPT(0) gilt.

Dazu kénnen wir o0.B.d.A. annehmen, daB ALG anfangs die Seiten
{p1, ..., pr} im Cache hat. Wir definieren eine Sequenz o induktiv: r; := pj1.
Fur ¢ > 1 sei p diejenige Seite, welche ALG bei der Anfrage r; aus dem Cache
entfernt. Dann setzen wir ;1 := p.

Offenbar ist ALG(0) = |o|. Nach Lemma 4.4 gilt opT(0) < |o|/k. O

4.3 Ein randomisierter Algorithmus fur Paging

In diesem Abschnitt stellen wir einen randomisierten Algorithmus RANDMARK
fiir das Paging Problem vor. Der Algorithmus ist relativ einfach und 2H-
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kompetitiv gegen den blinden Gegner oBL. Dabei ist

ol Bl

1
Hy=1+5+ "+

die kte harmonische Zahl.

RANDMARK (Randomisiertes Markieren) Anfangs sind alle Seiten unmar-
kiert.

Bei einer Anfrage auf eine Seite p, die nicht im Cache ist, wird p markiert
in den Cache gebracht. Dabei wird eine zufallig ausgewéhlte unmarkierte
Seite im Cache liberschrieben (wenn alle Seiten im Cache bereits markiert
sind, werden zuerst alle Markierungen geldscht).

Bei einer Anfrage auf eine Seite p im Cache wird diese Seite p markiert.

Satz 4.10 RANDMARK ist 2 H.-kompetitiv gegen den blinden Gegner OBL.

Beweis: Wir nehmen an, daB RANDMARK und der Gegner mit dem gleichen
Cache-Inhalt starten (ansonsten kdnnen wir die Anfangskosten auf die additive
Konstante o aufschlagen).

Sei o = rq,...,r, eine beliebige Anfragesequenz. Wir betrachten wieder die
k-Phasenpartition von . Man beachte, daB eine Seite, die in einer Phase von
RANDMARK markiert wird, nicht vor dem Ende der Phase aus dem Cache ent-
fernt wird. RANDMARK ist also tatsachlich ein (randomisierter) Markierungs-
algorithmus. Wenn P; die Menge der Seiten bezeichnet, die in der iten Phase
angefragt werden, so ist am Ende der iten Phase der Cacheinhalt von RAND-
MARK daher exakt P;.

Fur jede Phase 7 nennen wir diejenigen Seiten, die umittelbar vor dem Start der
Phase im Cache von RANDMARK sind alte Seiten. Eine Seite, die in der iten
Phase angefragt wird, und nicht im Cache vor dem Start der Phase ist, nennen
wir neue Seite.

Wir betrachten eine beliebige Phase . Sei m; die Anzahl der neuen Seiten in
Phase i. Da jede neue Seite zu Beginn der Phase nicht im Cache von RAND-
MARK ist, hat RANDMARK fir jede neue Seite einen Seitenfehler. Da markierte
Seiten nicht vor dem Ende der Phase entfernt werden, hat RANDMARK in Pha-
se i genau m; Seitenfehler fur neue Seiten.

Wir berechnen nun die erwartete Anzahl von Seitenfehlern von RANDMARK in
Phase i fiir alte Seiten. Sei ¢ die Anzahl der neuen Seiten, die angefragt worden
sind, bevor die jte alte Seite (d.h. das jte mal eine alte Seite) verlangt wird. Zum
Zeitpunkt, zu dem die jte alte Seite angefragt wird, sind dann genau ¢ alte Seiten
aus dem Cache entfernt worden. Diese wurden aus den k& — (j — 1) unmarkierten
Seiten im Cache gleichverteilt ausgewahlt (sobald eine der ;7 — 1 alten Seiten
angefragt wird, bleibt/kommt sie bis zum Ende der Phase in den Cache von
RANDMARK). Somit ist die Wahrscheinlichkeit, daR die jte alte Seite bei dieser
Anfrage nicht im Cache ist, ¢/(k — (j — 1)). Da ¢ < m;, ist die Wahrschein-
lichkeit eines Seitenfehlers bei der jten alten Seite hochstens m; /(k — (j — 1)).

harmonische Zahl

Esqiltlnk < H, <1+1Ink.

alte Seite

neue Seite
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Insgesamt erhalten wir fiir den Erwartungswert der Seitenfehler X; von RAND-
MARK in Phase i:

kfmi

my;
E(X;] < m; —— =my;(Hy — Hp, +1) <m; Hp.
[]_m+;k_j+1 mi(Hy, .+ 1) < mHy

Weiterhin gilt natirlich E[RANDMARK (0)] = >°. E[X;]. Wir zeigen nun, daf}
OPT(o) > >, m;/2 gilt. Dies zeigt dann die Behauptung des Satzes.

In der (¢ — 1)ten und iten Phase werden nach Definition insgesamt mindestens
k+m; verschiedene Seiten gefragt. Da OPT nur & Seiten im Cache haben kann,
hat opT fir die (¢ — 1)te und ite Phase zusammen mindestens m; Seitenfeh-
ler. Anwendung auf Paare von aufeinanderfolgenden Phasen liefert nun, daf
OPT(0) > >, mo; Und OPT(0) > . ma;41. SOMit ist

1 m;
OPT(o) > B <zl: ma; + ;m%ﬂ) = >

%

Dies wollten wir zeigen. |

Ubungsaufgaben

Ubung 4.1 ((h, k)-Paging)

Bei (h, k)-Paging vergleichen wir die Kosten eines Online-Algorithmus mit
Cachegrofe & mit denen eines optimalen Offline-Algorithmus mit Cachegro-
Be h < k. Zeigen Sie, dal LRU und FIFO k/(k — h + 1)-kompetitiv fir das
(h, k)-Paging Problem sind. Beweisen Sie ferner, dal8 kein deterministischer
Algorithmus besser als & /(k — h + 1)-kompetitiv sein kann.

Ubung 4.2 (Paging gegen den Adaptiven Offline Adversary)
Warum wird das Ergebnis von Theorem 4.10 falsch, wenn wir den blinden Geg-
ner oBL durch den adaptiven Offline Adversary ADOFF ersetzen?



Ein Ausflug in die
Spieltheorie

Referenzwerke: [10, Kapitel 6 und 8], [27, Kapitel 2]

5.1 Zwei-Personen Nullsummenspiele

Wir betrachten das klassische Stein-Schere-Papier Spiel: Zacharias und Sybille
verstecken ihre Hande hinter dem Riicken und formen eines von drei moglichen
Zeichen: Stein (Faust geschlossen), Schere (zwei Finger) oder Papier (flache
Hand). Dann zeigen sie gleichzeitig ihr gewahltes Zeichen. Der Gewinner wird
geméR der folgenden Regeln bestimmt: Stein schlagt die Schere (zerstért sie),
die Schere schlégt das Papier (zerschneidet es) und das Papier schlégt den Stein
(wickelt ihn ein). Gleiche Zeichen werden als Unentschieden gewertet. Der Ver-
lierer zahlt 1 DM an den Gewinner.

Wir kénnen das obige Spiel in Matrixform darstellen: Die Zeilen der Matrix ste-
hen fur Zacharias’ Wahlmdglichkeiten, die Spalten représentieren die Mdglich-
keiten fur Sybille; die Eintrdge der Matrix zeigen die Geldsumme, die Sybille
an Zacharias zahlen muB (siehe Tabelle 5.1).

| Stein  Schere  Papier

Stein 0 1 -1
Schere -1 0 1
Papier 1 -1 0

Tabelle 5.1: Matrix fiir das Stein-Schere-Papier Spiel

Unser Stein-Schere-Papier Spiel ist eine sogenanntes Zwei-Personen Nullsum-
menspiel.

Definition 5.1 (Zwei-Personen Nullsummenspiel)

Ein Zwei-Personen Nullsummenspiel in strategischer Form besteht aus einer
n x m-Auszahlungsmatrix M = (m;;) mit Eintrdgen aus R. Die Strategien des
Zeilenspielers Z entsprechen den Zeilen von M, die Strategien der Spaltenspie-
lerin S entsprechen den Spalten der Matrix M.
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Der Eintrag m,; gibt an, wieviel S an Z zahlen muB3, wenn Z die Strategie i
und S die Strategie j wéhit.

Der Ausdruck «Nullsummenspiel»stammt daher, dal der Gewinn des Gewin-
ners dem Verlust des Verlierers entspricht.

Bei einem Zwei-Personen Nullsummenspiel ist es das Ziel des Zeilenspielers
seinen Gewinn zu maximieren. Analog mdchte die Spaltenspielerin ihren Ver-
lust minimieren.

Wenn Z die Strategie ¢ wahlt, dann ist ihm ein Gewinn von min; m;; gewil,
unabhéngig davon, welche Strategie S auswahlt. Eine optimale Strategie fir R
ist es daher, die Strategie :* zu wéhlen, welche min; m;; maximiert. Wir setzen

Vz := maxminm;;.
i J
Analog definiert man eine optimale Strategie fur die Spaltenspielerin und den
Wert
Vs 1= minmaxmy;.
J )
Man sieht leicht, da immer V; < Vg gilt. Im allgemeinen ist diese Unglei-
chung auch strikt. Wenn V; = Vg, dann nennt man den gemeinsamen Wert
auch den Wert des Spiels.

Bisher haben wir nur deterministische Strategien fir die Spieler betrachtet. Man
nennt diese auch reine Strategien. Eine gemischte Strategie ist eine Wahrschein-
lichkeitsverteilung p auf Menge der reinen Strategien.

Wenn Z die gemischte Strategie p und .S die gemischte Strategie ¢ benutzt, so
ist die Auszahlung an Z eine Zufallsvariable, deren Erwartungswert durch

n m
Z Zpimij%' =p"Mq
i=1 j=1

gegeben ist.

Wie sehen nun optimale gemischte Strategien aus? Z kann seinen erwarteten
Profit maximieren, indem er p so wéhlt, daR min, p” Mg maximiert wird. Wir
definieren:

vz := maxminp’ Mq
P q
— i T
vg = minmaxp” Mgq.
q

Es ist wieder leicht zu sehen, dak vz < vg gilt. Das Uberraschende ist aber, daR
fiir gemischte Strategien die Spielwerte fiir Z und S immer Ubereinstimmen:

Satz 5.2 (Von Neumann Minmax Theorem) Fiir jedes Zwei-Personen Null-
summenspiel gilt:

max min p? Mq = min max p? Mq. (5.1)
P a q

Beweis: Siehe z.B. [10, Kapitel 8]. O
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Man nennt den Wert aus Gleichung (5.1) den Wert des Spiels. Ein Paar (p*, ¢*)
von gemischten Strategien, welche die linke Seite von (5.1) maximieren, bzw.
die rechte Seite minimieren, nennt man einen Sattelpunkt; die Strategien p* und
¢* nennt man optimale gemischte Strategien.

Wir ziehen nun eine wichtige Konsequenz aus den Minmax Theorem. Wenn p
fest ist, dann ist p” M ¢ eine lineare Funktion in g. Das Minimum wird dann
fr das ¢ angenommen, welches eine 1 an der Stelle j hat, bei der p” M den
kleinsten Eintrag hat.

Das bedeutet das Folgende: Kennt S die Verteilung p von Z, so ist ihre optimale
(gemischte) Strategie sogar eine reine Strategie (Analoges gilt umgekehrt). Sei
ey, der Einheitsvektor mit einer 1 an der k ten Stelle. Dann ergibt sich aus (5.1):

Satz 5.3 (Loomi’s Lemma) Fiir jedes Zwei-Personen Nullsummenspiel gilt:

max m_iinMej = min max eiTMq.
P J q i

5.2 Yao’s Prinzip und seine Anwendungen auf
Online-Probleme

Aus Loomi’s Lemma kann man noch eine einfache, aber sehr nitzliche Folge-
rung ziehen, die als Yao’s Prinzip bekannt ist. Sei p eine feste Verteilung Uber
den reinen Strategien des Zeilenspielers. Dann gilt:

min max e] Mq = max min pTMej (nach Loomi’s Lemma)
qa i P

> pl min Me;.
J

Die Ungleichung
min max eiTMq > p min Me;
q g J
ist als Yao’s Prinzip bekannt.

Sei II ein Online-Problem. Wir stellen uns II als Spiel zwischen den Online-
Spieler und dem Adversary vor. Aus technischen Griinden setzen wir hier vor-
aus, dal es fiir das Problem nur endlich viele Online-Algorithmen {ALG} und
nur endlich viele Eingabesequenzen {o;} gibt. Die Ergebnisse lassen sich auf
den allgemeinen Fall bertragen, allerdings sind hier die Beweise technischer,
da man sich unter anderem mit der Frage beschéftigen muR, ob bestimmte Er-
wartungswerte Uberhaupt existieren.

Angenommen, wir wollten beweisen, dal kein randomisierter Algorithmus eine
Kompetitivitat besser als ¢ > 1 gegen den blinden Gegner erreichen kann. Dazu
mussen wir zeigen, daB fir jede Verteilung ¢ Uber der Menge {ALG;} der de-
terministischen Online-Algorithmen {ALG;} eine Eingabesequenz o; existiert
mit:

E, [ALG;(0;)] > ¢- OPT(0y).

Dies ist dquivalent dazu, folgende Ungleichung zu beweisen:

mqin max {E, [ALG,(0;)] — ¢ - OPT(0y)} > 0. (5.2)
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Wir konstruieren folgendes Zwei-Personen Nullsummenspiel: Der Online-
Spieler hat die reinen Strategien {ALG,}, der Adversary die reinen Strategien
{o;}. Wahlt der Online-Spieler den Algorithmus ALG ; und der Gegner die Ein-
gabe o;, so ist die «Auszahlung» an den Gegner m;; := ALG;(0;) —c-OPT(g;).
Der Online-Spieler méchte seinen Verlust minimieren, der Gegner den Gewinn
maximieren.

Die Ungleichung (5.2) schreibt sich dann im Rahmen unseres Spiels als
min, max; el Mq > 0. Mit Yao’s Prinzip folgt, daf es, um (5.2) zu bewei-
sen, gendigt, eine Verteilung p auf den Eingabesequenzen zu finden, so daf3
min; ﬁTMej > 0 gilt, d.h.

min E; [ALG(0;) — ¢ - OPT(0;)] > 0
J

< minE; [ALG;(0;)] > ¢ - E5 [OPT(0;)] .
J
Hierbei bezeichnet E; [ALG(0;)] die erwarteten Kosten des deterministischen
Algorithmus ALG bezuglich der Verteilung p auf den Eingabesequenzen. Wir
haben somit folgenden Satz (im endlichen Fall) bewiesen:

Satz 5.4 (Yao’s Prinzip fur Online-Probleme) Sei p eine Verteilung auf den
Eingabesequenzen {o;} eines Online-Problems mit der Eigenschaft, daf3 fiir je-
den deterministischen Online-Algorithmus ALG gilt:

E; [ALG(03)] > ¢ - Ej [OPT(03)] . (5.3

Dann ist c eine untere Schranke fiir die Kompetitivitat des besten randomisierten
Algorithmus gegen den blinden Gegner. O

Wo liegt der Gewinn durch Yao’s Prinzip? Um eine untere Schranke mittels
(5.3) zu beweisen, missen wir «nur» jeden deterministischen Online Algorith-
mus im Durchschnitt schlecht aussehen lassen. Dies ist normalerweise viel ein-
facher, als einen beliebigen randomisierten Algorithmus hereinzulegen.

5.3 Beispiele fur die Anwendung von Yao’s Prinzip

Wir betrachten als erstes das Skifahrerproblem mit Kaufkosten B := 10. Wir
konstruieren eine Verteilung tiber Eingabesequenzen wie folgt: Mit Wahrschein-
lichkeit 1/2 wird nur einmal Skifahren angefragt, mit Wahrscheinlichkeit 1/2
gibt es 20 Tage Skiwetter.

Die erwarteten optimalen Kosten sind dann

1 1 11
E [oPT =—-1+-10= —.
O0PT(0)] = 5+ 1+ 510 = <
Sei ALG; der Online-Algorithmus, welcher am j ten Tag Skier kauft. Dann gilt:
10 firj=1
E[ALGj(0)] =4 3 -1+ 4 —1+10) furj=2,...,20.
20 fur j > 20.
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Folglich gilt:
6 12

Z R

E[ALG,(9)]
E[opPT(0)] = & 11

fir alle j. Mit Hilfe von Yao’s Prinzip erhalten wir somit eine untere Schran-
ke von 12/11 fir die Kompetitivitat eines randomisierten Algorithmus fir das
Skifahrerproblem mit Kaufkosten B = 10.

Unser néchstes Beispiel erfordert etwas mehr Einsatz. Wir betrachten das Pa-
ging Problem aus Kapitel 4 und beweisen folgenden Satz:

Satz 5.5 (Untere Schranke fur Paging) Jeder randomisierte Algorithmus fiir
Paging mit Cachegrdéf3e k hat Kompetitivitédt gréBer oder gleich H;, gegen den
blinden Gegner.

Beweis: Unsere Konstruktion arbeitet auf einer Teilmenge P der GroRe k+1 der
gesamten Seiten: dem anfénglichen Cacheinhalt und einer zusétzlichen Seite.
Sei p eine Wahrscheinlichkeitsverteilung tber den Anfragesequenzen mit der
Eigenschaft, dal die ¢te Anfrage eine zuféllige Seite aus P gleichverteilt und
unabhéngig von allen vorherigen Anfragen ist.

Offenbar hat dann jeder deterministische Paging Algorithmus mit CachegroiRe &
bei jeder Anfrage mit Wahrscheinlichkeit 1/(k + 1) einen Seitenfehler. Dies
ergibt

n
Ck+ 1
fir Anfragesequenzen der L&nge n. Nach Yao’s Prinzip ist daher

Ep [ALG(0™)] (5.4)

n

= i
T nl5 (k + DE; [0PT(o™)]
eine untere Schranke fur die Kompetitivitat gegen den blinden Gegner. Unser
Ziel ist es r > Hj, zu beweisen. Dies ist zu folgender Ungleichung dquivalent:

. n

nlLH;O B, [orT(om)] (k+ 1)Hy. (5.5)
Um (5.5) zu beweisen, mussen wir den optimalen Offline-Algorithmus oPT ge-
nauer untersuchen. Sei dazu o™ eine zuféllig gemal unserer Verteilung p gezo-
gene Anfragesequenz. Wir unterteilen die Anfragesequenz o™ wie folgt in sto-
chastische Phasen: Die Unterteilung entspricht unserer k-Phasenpartitionierung
mit dem Unterschied, dal wir jetzt stochastische Phasen haben und die Anféan-
ge/Enden der Phasen durch Zufallsvariablen angegeben werden.

Sei X;, 1 = 1,2,... die Folge der Zufallsvariablen, wobei X; die Anzahl der
Anfragen in der iten Phase angibt. Man beachte, dal? die X; gleichverteilt und
unabhangig sind. Die jte Phase beginnt dann mit der Anfrage rs, 1 + 1, wobei

S; := 32771 X ;. Wir definieren nun noch die Anzahl N (n) der vollstindigen
Phasen:

N(n):=max{j:S; <n}.
Unser Beweis von (5.5) verlduft jetzt in folgenden Schritten:

(i) Wir zeigen, daf3
OPT(c™) < N(n) + 1. (5.6)
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(i)

(iii)

Wir beweisen
n
lim ———— =E; [X}]. (5.7)
n—oo Bp[N(n)] "
Der Erwartungswert von X; erfullt

Ep [Xi] = (k + 1) Hg. (5.8)

Aus (5.6)— (5.8) folgt dann die Ungleichung (5.5).

Zu (i)

Zu (ii)

Zu (iii)

Am Ende der Phase j hat opT alle in der Phase gefragten Seiten im Cache
(mit Ausnahme der letzten mdglicherweise unvollstdndigen Phase). Die
Phase j + 1 beginnt mit einem Seitenfehler. Wenn oPT nun die Seite aus
dem Cache entfernt, welche als erstes in Phase j + 2 gefragt wird, so kann
OPT jede Phase mit genau einem Seitenfehler bearbeiten. Dies zeigt (5.6).

Die Familie von Zufallsvariable { N(n) : n € N} bildet einen soge-
nannten Erneuerungsprozess. Die Gleichung (5.7) ist dann Folge des so-
genannten Erneuerungssatzes (Beweis siehe z.B. [10, Anhang E]).

Die Berechnung des Erwartungswertes von X; fihrt uns auf das so-
genannte «Coupon-Sammler-Problem»: Gegeben seien L Coupons (je-
weils in unendlichem Vorrat). In jeder Runde zieht ein Sammler zuféllig,
gleichverteilt und unabhéngig von den vorherigen Runden einen Coupon.
Wie viele Runden mu der Sammler im Erwartungswert warten, bis er
alle Coupons hat?

Unser Problem schildert sich im Licht des Coupon-Sammler-Problems
wie folgt: Eine Phase endet einen Schritt vorher, bevor wir alle (k +
1) «Coupons»fiir Seiten gesammelt haben. Somit ist der Erwartungsert
von X; genau der erwarteten Anzahl der Runden im Coupon-Sammler-
Problem minus 1.

Wir lésen das Coupon-Sammler-Problem. Sei Z;, i = 1,..., L — 1 die
Zufallsvariable die anzeigt, wieviele Runden nétig sind um einen neuen
Coupon zu sammeln, wenn man bereits : Coupons besitzt. Wenn man be-
reits « Coupons besitzt, ist die Wahrscheinlichkeit, in der ndchsten Runde
einen neuen Coupon zu erwischen, genau (L — ¢)/L. Somit haben wir

L
El|Z;)] =
7] L—i
und damit
L—1 L—1 L
E Zi| = = LHy.

InunseremFallist L = k+1undEx, [=] E {Zle Zl} —1=(k+1)Hs.

Dies beendet den Beweis. O



Telekommunikation und
Netzwerk Routing

Referenzwerke: [10, Kapitel 12 und 13]

Online Routing in Netzwerken ist eine Aufgabe, die in zahlreichen Anwendun-
gen in der Telekommunikation auftritt. Beispielsweise sind das Verteilen von
Telephongesprachen oder von Video-on-Demand in natiirlicher Weise Online-
Probleme, da zukinftige Anfragen in der Regel nicht bekannt sind. Es stellt
sich dann auch das Problem, ob man eventuell eine bearbeitbare Anfrage (Te-
lephongesprach, Filmabruf) ablehnt, um eventuell Engpésse im Netzwerk zu
vermeiden (siehe Abbildung 6.1).

1

T

Aus theoretischer Sicht ist beim Online Routing ein Netzwerk G = (V, E)) ge-
geben. Eine Anfrage r; = (s;,t;,b;) ist die Aufforderung, eine Verbindung
zwischen den Knoten s; und ¢; mit Bandbreite b; herzustellen. Wird diese Ver-
bindung auf dem Pfad P im Netzwerk G geroutet, so erhoht sich die Last auf
jeder Kante von P um die Bandbreite b;. Man unterscheidet zwei Hauptziele
beim Routing:

Lastbalancierung In diesem Fall dirfen keine Anfragen abgelehnt werden.
Das Optimierungsziel ist es, die maximale Last auf einer Kante, d.h. die

Zielfunktion,
mx >, b

j: 74 wurde Uber e geroutet

Zu minimieren.

Durchsatz Bei der Durchsatzmaximierung sind im Netzwerk zusétzlich
Kanten-Kapazitdten «: £ — R>( gegeben. Anfragen dirfen abgelehnt

Abbildung 6.1

Im Beispiel ist die
Leitungskapazitat jeder
Netzwerkkante gleich 1, d.h.
liber jede Kante kann maximal
ein Telephongespréach
gleichzeitig geroutet werden.
Akzeptiert ein Algorithmus
den Anruf r1, so missen alle
weiteren gestrichelt
eingezeichneten Anrufe
abgelehnt werden.
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Scheduling

Abbildung 6.2

Scheduling auf 4 Maschinen
My, ..., My. Der neue Job r;
erzeugt gleiche Last auf jeder
der 4 Maschinen (durch die
gestrichelten Blécke
angedeutet). Er wird im
Beispiel der Maschine M3
zugewiesen.

werden. Eine Anfrage r; = (s;,t;,b,) kann allerdings nur dann ange-
nommen werden, wenn noch genigend Kapazitat im Netz zur Verfligung
steht, d.h., wenn ein Pfad P zwischen s; und ¢; existiert, so daf jede
Kante auf P noch b; freie Kapazitat besitzt.

Das Optimierungsziel ist es, den »Durchsatz«, d.h. die Summe der Band-
breiten der akzeptierten Anfragen, zu maximieren.

6.1 Lastbalancierung

Wir betrachten das Lastbalancierungsproblem in etwas allgemeinerer Form. In
diesem Fall ist bei einer Anfrage »; = (s;,¢;,b;) der dritte Parameter b; eine
Funktion b;: £ — R>(. Wird die Anfrage r; uUber eine Kante e € E geroutet,
so erhoht sich die Last auf der Kante e € E um b;(e).

Dieses verallgemeinerte Lastbalancierungsproblem enthélt als Spezialfall eine
Zahl von Schedulingproblemen. Beim Scheduling hat man N Maschinen. Ei-
ne Anfrage (Job) ist ein N-Tupel r; = (r;(1),...,7r;(IN)), wobei r;(i) €
R>o U {oo} die Last ist, die der Job j auf der Maschine 7 verursacht. Ziel ist
es, die Jobs so auf die Maschinen zu verteilen, dal3 die Gesamtbearbeitungszeit
(»Makespan«) minimiert wird. Man mdchte also die Zeit minimieren, zu der
die letzte Maschine fertig wird. Dies ist offenbar dquivalent dazu, die maximale
Last auf den Maschinen zu minimieren.

Das oben genannte Schedulingproblem 188t sich als Netzwerk-
Lasthalancierungsproblem formulieren: Dabei besteht der Graph nur aus zwei
Knoten s und ¢. Fiir jede Maschine ¢ existiert eine Kante e; von s nach ¢, so da

man insgesamt ein Blschel von IV Parallelen hat. Ein Job (r;(1),...,7;(V))
entspricht dann dem Routingrequest (s, t,b;) mit b;(e;) = r;(2).
Bei identischen Maschinen ist r;(1) = r;(2) = --- = r;(N) fur alle Jobs.

Bei verwandten Maschinen hat jede Maschine i einen konstanten Geschwindig-
keitsfaktor a; und r;(i) = v;/a; fur einen Wert v;. Bei Jobs mit Maschinen-
restriktionen ist jeder Jobeintrag r; () entweder v; oder co mit der Bedeutung,
daf ein Job nur auf Maschinen bearbeitet werden kann, wo er eine endliche Last
verursacht. Im allgemeinen Fall, wo keinerlei Einschrdnkungen an die Jobs ge-
macht werden, spricht man von unverwandten Maschinen.

6.1.1 Spezialfall: Scheduling fur identische Maschinen

Wir betrachten zundchst den einfachsten Fall der Lastbalancierung im Schedu-
ling bei identischen Maschinen.
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Algorithmus GRAHAM Weise den Job r; = (vj, ..., v;) einer beliebigen Ma-
schine mit der aktuell geringsten Last zu.

Satz 6.1 Der Algorithmus GRAHAM ist (2 — 1/N)-kompetitiv. Diese Schranke
ist scharf.

Beweis: Wir zeigen zuerst, dal GRAHAM nicht besser als (2 — 1/N)-kompetitiv
ist. Dazu wahlen wir eine Folge, die aus N (N — 1) Jobs der GroRRe 1 und zuletzt
aus einem Job der GroBe N besteht. GRAHAM hat nach der Zuweisung der
ersten N (N — 1) Jobs auf jeder Maschine Last N — 1. Der letzte Job erzeugt
dann auf einer Maschine Last 2N — 1.

Die optimale Offline-Ldsung benutzt zur Zuweisung der ersten N (N — 1) Jobs
nur N — 1 Maschinen und legt den letzten Job auf die noch freie Maschine. Dies
ergibt eine maximale Last von V.

Sei o = (r1,...,r,) eine beliebige Anfragenfolge. O. B. d. A. sei Maschine 1
die Maschine, auf der GRAHAM die maximale Last bei Eingabe von o erzeugt.
Sei w die Last des letzten Jobs, der auf Maschine 1 gelegt wird, und [ die vor-
hergehende Last auf Maschine 1. Dann gilt GRAHAM(0) =1 + w.

Die Last jeder anderen Maschine ist mindestens /, denn zum Zeitpunkt, zu dem
der Job auf 1 gelegt wurde, war Maschine 1 eine Maschine mit geringster Last.
Also ist die Summe aller JobgréRen mindestens N1 + w. Somit folgt

Nl+w

=1
N +

OPT(o) >

=k

Mit oPT(o) > w ergibt sich:

w
GRAHAM(0) =w + ! < w+ OPT(0) — N
— 0PT(0) + (1 )
(o) + (1 ) OPT(o)
1
2— —|oPT
< %) oPTie)
Dies war zu zeigen. |

6.1.2 Virtual Circuit Routing in Netzwerken

Wir gehen nun zum generellen Lastbalancierungsproblem in Netzwerken Uber,
welches in der Literatur auch unter den Namen »Virtual Circuit Routing« be-
kannt ist.

Imfolgendensei o = (r1,...,r,) Mitr; = (s;,t;,0;),b;: E — Rx( eine An-
fragefolge. Wir nehmen zundchst an, dal’ wir eine obere Schranke A > oPT(o)
kennen. Wir zeigen spéter, wie wir dieses scheinbare Problem beheben kénnen.

Virtual Circuit Routing
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Last

skalierte Last

skalierte Bandbreite

Fir j = 1,...,n sei P; der Weg, auf denen der folgende Algorithmus die
Anfrage r; routet. Wir bezeichnen mit

Lj(e) = Z bi(e)
@

die Last auf der Kante e nach Routing der ersten j Anfragen. Es sei

= Lj(e)
Lj(e) = =4
die skalierte Last auf e und (o)
~ (e
bj(e) = ]T

die skalierte Bandbreite der Anfrage r;, wenn sie auf Kante e geroutet wiirde.

Algorithmus ROUTE-EXP, Wihle 0 < v < 1undsetzea =1+ ~.
1. Seir; = (sj,t;,b;) die aktuelle Anfrage.
2. Berechne einen kirzesten Weg P; von s; nach ¢; in G beziiglich der
Kantengewichte
¢j(e) = abi1©@+bi() _gLi-1(0) = gLi-1() (aw _ 1) . (6.0)
3. Route die Anfrage r; auf dem Pfad P;.

Lemma 6.2 Fiiry > 0unda =1+~ gilt:

a® — 1<~z fiir alle z € [0,1].
Beweis: Ausrechnen. O

Satz 6.3 WennoPT(o) < A, dann ist ROUTE-EXPA(0) < O(logm) - A.

Beweis: Wir bezeichnen mit P; und P} die Wege, auf denen ALGA bzw. OPT
die Anfrage r; routen. Da P; ein kiirzester Weg bezlglich der Kantenwichte

aus (6.1) ist, gilt:
docle)< D gle).

ecP; eEP]?"
Setzt man die Definition von ¢; ein, so ergibt sich zusammen mit der Eigen-
schaft L;(e) < Ly(e), daB gilt:

Z afj,l(e) (agj(e) _ 1) < Z aZj,l(e) (abj(e) _ 1)

ecP; eGP;‘

<y aLn(© (aﬁxe) _ 1)

ec P]?"

<7y al©p;(e) nach Lemma 6.2.
ecpPr
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Summation Uber j = 1,...,n ergibt
zn: Z qLi-1(e) (aﬁj(e) _ 1) < zn:7 Z afn(e)gj(e)
j=1le€P; j=1 e€P;
= Y% aLi-1(e) (a5j<e> _ 1) <7y aln(® 3 bile)
eckE jiecP; eckl j:eGP;‘
<Y aln (6.2)

Dabei haben wir benutzt, daf

S b=t Y b <

j:eEP]T" j:eEP]T"

Fir festes e € F gilt:

=Lj(e)
/_/%
Z ali-1(9) (agf(e) — 1) = Z aLJ’—l(e) +bj(e) _ qLi-1(e)
Jj:e€P; Jj:e€P;
= aZ”'(e) - 1.

Aus (6.2) folgt damit

S 6O <y S gk

ecE ecE
Ln(e) m
=4 Z a < —1 —
ecelE
= maxabn(® <
eelE 1— vy
= Lnle) <log, [
max Ly(e) < log, (1 7)
m
= Lo(e) < A-log, [ 2
e L0 < o, ()

Wenn 0 < v < 1 fest ist, dann gilt log,, (%) € O(logm) und die Aussage
des Satzes folgt. m]

Wir zeigen nun, daB die fehlende Kenntnis einer geeigneten Schranke A >
OPT(o) nicht tragisch ist.

Satz 6.4 Sei ALGp ein parametrisierter Online Algorithmus fiir das Lastba-
lancierungsproblem mit folgender Eigenschaft: Wenn opT(c) < A, dann gilt
ALGA (o) < ¢ A. Dann gibt es einen strikt 4c-kompetitiven Algorithmus ALG
fiir das Lastbalancierungsproblem.
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/ —
agr;=
Tj—syeeeyTj—1 ,Tj

(in Phase k zugew., evtl. leer)

Admission Control

Beweis: Der Algorithmus ALG arbeitet in Phasen. Jede Phase entspricht einer
neuen Schatzung fur den Parameter A. Anfangs ist A := Ao = OPT(r1). In der
Phase & wird A auf den Wert 2% A gesetzt.

Am Anfang jeder Phase »séubert der Algorithmus ALG sein Gedachtnis«: Er
ignoriert alle in vorherigen Phasen vorgenommenen Zuweisungen. Alle Zuwei-
sungen in der Phase & werden von ALG durch Konsultieren von ALG,, vorge-
nommen. Dies funktioniert wie folgt.

Sei r; die aktuelle Anfrage und sei o’ die Teilfolge aller Anfragen von o, die
bereits in Phase & zugewiesen worden sind. Der Algorithmus ALG testet, ob
ALGp, (0'r;) < c- Ay ist. Falls ja, dann wird r; gemaRl ALG,, verarbeitet.
Wenn ALG 5, (0'1;) > ¢- Ay, dann wird die Phase k beendet und die Phase k+1
gestartet.

Wir missen zeigen, daB ALG (o) < 4c - OPT(o) gilt. Dazu nehmen wir an, dal}
der Algorithmus in Phase & endet. Falls i = 0, dann gilt

ALG(0) = ALGp,(0) < c¢-Ag=c-0OPT(r;) < c-OPT(o).

In diesem Fall ist nichts mehr zu zeigen. Sei daher A > 0. Wir betrachten die
(moglicherweise leere) Teilsequenz o("—1) | die in Phase h — 1 verarbeitet wur-
de, und die Anfrage r;, die zum Beenden der Phase » — 1 fiihrte. Es gilt:

ALGp, ,(0'r;) > ¢+ Ap_q. (6.3)

Es muR opT(o'r;) > Apn—1 gelten, denn sonst wére nach Voraussetzung
an ALG, die Bedingung (6.3) nicht verletzt. Somit ist

oPT(a) > OPT(0'rj) > Ap_1 = 2" 1A,. (6.4)
Daher folgt:
h h 6.4)
ALG(0) = Y ALGy, (0F)) <) " e2¥Ag = (2" — 1)cAy < 4c-OPT(0).
k=0 k=0
Dies beendet den Beweis. g

Aus den Satzen 6.3 und 6.4 ergibt sich nun das folgende Korollar.

Korollar 6.5 Es gibt einen O(log m)-kompetitiven Algorithmus fir das Last-
balancierungsproblem. a

6.2 Durchsatzmaximierung

Das Problem der Durchsatzmaximierung ist in der Literatur auch unter dem Be-
griff Admission Control zu finden. Dieser Name wird aus der Aufgabenstellung
motiviert, zu entscheiden, welche Anfragen man akzeptieren und welche man
ablehnen soll.

Im folgenden sei o = (r1,...,7,) mitr; = (s;,t;,b;) eine Anfragefolge. Sei
ALG ein Online Algorithmus. Analog zu Abschnitt 6.1.2 definieren wir als L ; (e)
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die Last auf der Kante e nach Bearbeitung (Routen, Ablehnung) der ersten j
Anfragen.

Seien A; und R; die Menge der Indizes der akzeptierten bzw. abgelehnten An-

fragenaus r1,...,r;. Fir j € A; sei wieder P; der Weg, auf dem r; geroutet
wurde. Dann ist
Li(e) = > by
kEA;
e€ Py,

Sei D der Durchmesser des Graphen G = (V, E), d.h. die L&nge (in Kanten)
des langsten einfachen Weges in G. Wir definieren . := 2(D+1). Im folgenden
machen wir folgende einschrankende Annahme:

Annahme 6.6 (Bandbreiteneinschrankung) Es gilt fir jede Anfrage r; =
(sj,t5,b;) die Ungleichung:

U
log 0’
wobei U := min{ u(e) : e € E } die geringste Kapazitét einer Kante im Netz-
werk ist undlog den Logarithmus zur Basis 2 bezeichnet.

b; <

Anschaulich bedeutet die Annahme 6.6, dal? die Bandbreiten der einzelnen An-
fragen ,relativ klein“ zur Bandbreite sind, die auf den einzelnen Kanten zur
Verfiigung steht.

Algorithmus LOwBANDWITH Akzeptiere Anfragen nach folgender Strategie:

1. Seir; = (sj,t;,b;) die aktuelle Anfrage.

2. Berechne einen kirzesten Weg W von s; nach ¢; in G beziiglich der
Kantengewichte

1 i e)/u(e
Cj(e) = 5 (‘LLLjfl( )/ ule) _ 1) (65)

3. Falls¢; (W) < 1, dann setze P; := W und route die Anfrage r; auf
dem Pfad P;.

4. Ansonsten lehne r; ab.
Lemma 6.7 Unter der Annahme 6.6 liefert der Algorithmus LOWBANDWITH

ein glltiges Routing der akzeptierten Anfragen, d.h. die Kapazitédten auf den
Kanten werden nicht Uberschritten.

Beweis: Wenn L;_1(e) + b; > u(e), dann gilt

U 1
L._ —b; > — > 1— )
Ja0) > u(e) = by 2 u(e) = o) (1 o)
In diesem Fall ist

1 1-1/log p ) 1(:” )
() > — own 1) > = (B 1) =1.
CJ(€)>D(“ “D\2

Somit wird die Kante e vom Algorithmus in keinem Pfad mehr verwendet. O

V'S
v

Bandbreiteneinschrénkung:
Die einzelnen Anfragen
bendtigen nur relativ wenig
Brandbreite im Vergleich zur
Kantenkapazitat.
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Lemma 6.8 (Untere Schranke fir den Profit) Esgilt firj =1,...,n:

2log u Z b > Zu(e)cj(e). (6.6)

kGA]‘—l ecE

Beweis: Wir beweisen die Aussage durch Induktion nach j. Fur j = 1 ist
Li_1(e)=0flrallee € E,alsoc;(e) =0furallee € E.

Sei die Aussage bereits fir j — 1 bewiesen. Wir zeigen, daf sie auch nach der
Bearbeitung der jten Anfrage weiterhin gilt. Wenn die jte Anfrage abgelehnt
wird, dann verdndert sich keine der beiden Seiten der Ungleichung (6.6). In
diesem Fall ist nichts zu zeigen. Wir kdnnen also annehmen, dal3 die Anfra-
ger; = (s;,t;,b;) vom Algorithmus geroutet wird.

Sei P; der fur das Routen benutzte Pfad. Fiir e € P; gilt:
D(cjii(e) —cj(e)) = plite)/ule) _ Li-a(e)/ule)
_ M(Lj—1(€)+bj)/u(€) _ NLj—l(e)/u(e)
— pLima(e)/u@) (ubj/u<e> _ 1)
<1

—_—
= pimr(e)/ue) (glog i bj/ule) _q)

< pli=r@/ule) 100, . i (nach Lemma 6.2)

u(e)

=D (cj(e) + %) log 1 - % (nach Def. von ¢;(e)).

Wenn man uber alle Kanten in P; aufsummiert, erhalt man, daf sich die rechte
Seite der Ungleichung (6.6) um héchstens

log 11+ b; Z (cj(e)—&—%) < log 11 - bj ( ch + Z 1/D)

eGP]‘ €€Pj €€Pj
N—— N——
<1 <1
dar; akzeptiert ~ da D Diameter
<2logu - b;
erhéht. Daher bleibt die Ungleichung (6.6) erhalten. O

Lemma 6.9 (Schranke fur die abgelehnten Anfragen) Sei @ die Menge der-
jenigen Indizes j € {1,...,n} mit der Eigenschaft, daf in opT[o] die Anfra-
ge r; geroutet wird, der Algorithmus LOWBANDWITH bei Eingabe von o diese
Anfrage aber ablehnt. Dann gilt firj = 1,... n:

Z b, < Z u(e)en(e).

keQ ecE

Beweis: Da r; von LOWBANDWITH abgelehnt wurde, gibt es bei Bekanntwer-

den von r; fiir den Algorithmus keinen Weg mit Kosten héchstens 1. Insheson-

dere gilt fiir den von oPT verwendeten Weg P;, da > . p. c;(e) > 1. Da die
J
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Kosten c; einer Kante nie fallen, giltauch 3 __ 5. c,,(e) > 1. Somit haben wir
J

D b= b1
j€Q j€Q
< Z Z bjcn(e)

JEQ eePy

= ch(e) Z b;

eckE JEQ:
eEP;

<> eaule)ule)

ecF

Dies war zu zeigen. |

Satz 6.10 Unter der Bandbreiteneinschrdnkung (Annahme 6.6) ist der Algo-
rithmus LOWBANDWITH O(log D)-kompetitiv.

Beweis: Nach Lemma 6.9 gilt:

OPT(0) — LOWBANDWITH(0) < Z cn(e)u(e)

< 2log i - LOWBANDWITH(o) (nach Lemma 6.8).

Daher folgt:

LOWBANDWITH(0)

-OPT(0) > Q <10;D> - OPT(0).

Dies beendet den Beweis. O

> -
~ 2logpu—1

6.3 Routing in optischen Netzwerken

Optische Netzwerke sind die Telekommunikationsnetzwerke der Zukunft. Da-
ten werden als optische Signale tiber Glasfaserkabel gesendet und an den Netz-
werkknoten optisch verschaltet. Letztere Eigenschaft erfordert eine andere ma-
thematische Modellierung als die in Abschnitt 6.2 fiir herkémmliche Netzwerke
beschriebene. Die hohe Ubertragungskapazitét in optischen Netzwerken wird
durch das sogenannte Wavelength Division Multiplexing (WDM) ermdglicht,
bei dem eine Faser virtuell vervielfacht wird, indem die verfligbare Bandbreite
in mehrere Wellenldngen(bereiche) partitioniert wird. Mehrere Signale kénnen
nun gleichzeitig dieselbe Faser benutzen, indem man sie in verschiedenen Wel-
lenl&ngen sendet. Das zugrundeliegende Modell fur die weiteren Betrachtungen
in diesem Abschnitt sieht wie folgt aus.

Ein optisches Netzwerk (G, W) ist ein Graph G = (V, E) zusammen mit ei-
ner Menge von Wellenlangen W := {\;,..., A, }. Jede Kante in G entspricht
einer optischen Faser, und auf jeder Faser steht jede Wellenldnge \; € W ge-
nau einmal zur Verfiigung. Eine Anfrage (Call) »; = (s;, ¢;) in einem optischen
Netzwerk spezifiert zwei Knoten s; # t; € V, zwischen denen eine (optische)

optisches Netzwerk
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Wellenladngenkonflikt-
bedingung

Call Admission

Verbindung hergestellt werden soll. Eine optische Verbindung wird durch einen
Lichtweg realisiert, wobei ein Lichtweg aus einem Pfad P in G und einer Wel-
lenldnge A € W besteht. Eine Menge von Lichtwegen in einem optischen Netz-
werk muf3 die folgende Bedingung erfullen: Zwei Lichtwege, die die gleiche
Kante benutzen, mussen verschiedene Wellenl&dngen besitzen. Oder anders aus-
gedrickt: auf jeder Kante darf jede Wellenlange nur einmal vergeben werden.
Diese essentielle Forderung hei3t Wellenlangenkonfliktbedingung.

Das Ziel bei der Call Admission in optischen Netzwerken ist die Durchsatzma-
ximierung. D.h., man mul} fur jede Anfrage entscheiden, ob sie angenommen
oder abgelehnt wird und méchte die Zahl der angenommenen Anfragen ma-
ximieren. Wird eine Anfrage angenommen, so muf} ein passender Lichtweg
eingerichtet werden(«Routing Problem). Dabei darf die Wellenlangenkonflikt-
bedingung nicht verletzt werden.

Besteht die Menge W nur aus einer einzigen Wellenl&nge, so reduziert sich das
Routing Problem darauf, kantendisjunkte Wege in dem gegebenen Graphen zu
finden, und man spricht vom Problem der Disjoint Path Allcoation (DPA).

Ein optisches Netzwerk (G < W) mit G = (V,E)und W = {Aq,..., A}
kann man auch als x Kopien des Graphen G betrachten, jede mit einer anderen
Wellenlénge. Das Routing Problem setzt sich dann zusammen aus dem Problem,
eine Wellenlénge auszuwahlen und dem Problem, in der entsprechenden Kopie
von G einen Weg zu finden, der kantendisjunkt zu allen Wegen ist, die bereits
in dieser Kopie geroutet sind.

Der folgende Algorithmus First-Fit-Coloring reduziert das Problem der Online
Call Admission auf den Spezialfall der Disjoint Path Allocation.

Algorithmus FFC Setzei = 1.

1. Ubergebe die aktuelle Anfrage an einen DPA-Algorithmus ALG, der
in der Kopie von G mit der Wellenlénge \; arbeitet. Lehnt dieser
Algorithmus die Anfrage ab, erhéhe ¢ um 1 und verfahre analog.
Nimmt er sie an, route sie auf dem vorgeschlagenen Weg in Wellen-
lange ;.

2. Lehne die Anfrage nur ab, wenn sie von keinem der y DPA-
Algorithmen angenommen wurde.

FFC ist eine Art Greedy-Algorithmus, da er die DpA-Algorithmen, die auf den
x Kopien von G arbeiten, der Reihe nach durchgeht und sofort damit aufhort,
sobald die Anfrage von einem angenommen wird. Die zusétzliche Dimension,
die das Problem dadurch erhélt, daR mehrere Wellenldngen zur Verfugung ste-
hen, wird damit umgangen. Bemerkenswert ist hierbei vor allem, daR3 dies nur
zu einer geringen Verschlechterung der Kompetitivitat fuhrt, wie der néchste
Satz zeigt.

Satz 6.11 Ist der von FFC verwendete DPA-Algorithmus ALG c-kompetitiv, so
ist FFC (¢ + 1)-kompetitiv.

Lichtweg
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Beweis: Sei ALG; der DpA-Algorithmus ALG, der auf der i-ten Kopie von G
arbeitet (d.h., der die Wellenlédnge )\; in G verwaltet), i = 1,..., x. Sei o eine
beliebige Anfragesequenz. Offensichtlich entspricht der von FFcC erzielte Profit
auf o der Summe der Profite, die die einzelnen DpA-Algorithmen ALG; erzielen.
Allerdings erhalten die verschiedenen ALG; auch verschiedene Anfragesequen-
zen: ALG; sieht ganz o, ALG5 nur noch den Teil, den ALG; abgelehnt hat, ALG3
bearbeitet nur noch den Teil von o, den sowohl ALG; als auch ALG5 abgelehnt
haben usw. Bezeichnen wir mit F; die Menge der Anfragen in o, die FFC an-
nimmt und in Wellenlange X; routet, dann gilt |F;| = ALG; (o \ U,,; F7) fir
i=1,...,x. Somitist

FFC(0) = Y |Fi| =) ALG; (a U Fl> . (6.7)

1<i

Umgekehrt wollen wir nun den Profit abschétzen, den der optimale Offline-
Algorithmus erzielen kann. Dazu sei mit opPT[é, 7] die Menge der Anfragen in
einer Sequenz 7 bezeichnet, die der optimale Offline-Algorithmus annimmt und
in Wellenlange \; routet. Da der optimale Offliner in einer einzelnen Wellen-
lange nicht mehr Anfragen routen kann als der optimale Offline-Algorithmus
OPTy, der nur eine Wellenlénge zu seiner Verfiigung hat, gilt |oPT[i, 7]| <
OPTy(m) firi =1,..., x. Damit folgt

OPT(m) = Y _[oPT[i,x]| < > OPTy(m). (6.8)

Der Algorithmus opPT; ist nach Definition gerade der optimale Offline-
Algorithmus fiir das DpA-Problem und erzielt nach Voraussetzung auf jeder
beliebigen Anfragesequenz nicht mehr als ¢-mal soviel Profit wie ALG. Insge-
samt erhalten wir folgende Abschétzung:

XL_J F| + oPT (U\XL_J Fl)

=1 =1
SR+ opTy <a\ O Fl>
=1 i=1 =1

<  FFC(o)+ XX: OPT; <0 U Fl)

oPT(o) <

(6.8)
<

1<i
\or. X
<" Frc(o) + ZC - ALG; <a\ U Fl>
=1 I<i
(©.7)

(c+1) - FFc(o).

Bei der ersten Ungleichung vergréBRern wir den optimalen Profit nur, indem wir
oPT erlauben, die Anfragen in U;‘:_f F; anzunehmen, ohne daflir seine Res-
sourcen zu verbrauchen. Die dritte Ungleichung resultiert aus der Tatsache, dal3
der optimale Profit nicht kleiner werden kann, wenn man einer Sequenz Anfra-
gen hinzufigt.

Damit ist Satz 6.11 bewiesen. a
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Wir haben gesehen, daf® man das Problem der Online Call Admission auf das
der Disjoint Path Allocation reduzieren kann, ohne groRe EinbuRen beim Kom-
petitivitatsratio in Kauf nehmen zu missen. Allerdings kann man sich dies na-
thrlich nur zunutze machen, wenn man «gute» DPA-Algorithmen kennt. Leider
sind kompetitive Algorithmen fir das Problem der Disjoint Path Allocation nur
fur spezielle Graphen bekannt. Der randomisierte Algorithmus Classify-and-
Randomly-Select (CRsS) ist auf dem Pfad mit N Knoten (log, N)-kompetitiv,
wie in Ubungsaufgabe 6.2 gezeigt wird. Weiterhin gibt es kompetitive Algorith-
men fiir Baume und Gitter, ansonsten sind jedoch keine kompetitiven Algorith-
men fir Disjoint Path Allocation bekannt.

In Ubungsaufgabe 6.2 wird ebenfalls gezeigt, daR kein deterministischer Algo-
rithmus auf dem Pfad mit N Knoten (und damit in Netzwerken im allgemeinen)
besser als (IV — 1)-kompetitiv sein kann. Wir wollen nun untersuchen, welche
untere Schranke hier fiir randomisierte Algorithmen gilt. Dazu wenden wir
Yao’s Prinzip fur Maximierungsprobleme an.

Satz 6.12 Auf einem Pfad mit N Knoten ist kein randomisierter Algorithmus
fiir das Problem der Disjoint Path Allocation besser als “Og—gm -kompetitiv ge-
gen den blinden Gegner.

Beweis: Sei 2 < N < 2F+1 Wir werden eine Wahrscheinlichkeitsverteilung
auf der Menge der Anfragesequenzen konstruieren, beziglich derer fir jeden
beliebigen deterministischen Algorithmus ALG folgendes gilt:
log, N
E [oPT(0)] > “’gis] und E[ALG(0)] < 1.
Mit Yao’s Prinzip fir Maximierungsprobleme folgt aus der Ungleichung
Elort(o)] » [logz Nl gap [og2 N1 eine untere Schranke fiir den Kompetitivi-

E[ALG(o)] = . . X )
tatsratio jedes randomisierten Algorithmus gegen den blinden Gegner ist.

Sei D := 2%, und seien die Knoten von G von 0 bis N — 1 numeriert. Wir
betrachten zundchst die folgenden Mengen von Anfragen:

C1 = {(0,D)},
- {(02).(20))
Cl4log, D : {(1,2),(2,3),...,(D—1,D)}.

D.h. die Menge C; = {(0,52r), (32r,2521),.... (271 = 1)525, D)}
enthalt 2¢—1 Anfragen. Nach Konstruktion steht jede Anfrage in C; im Konflikt
mit genau zwei Anfragen in C; 1, mit vieren in C; o USW..

Unsere randomisierte Eingabesequenz konstruieren wir nun folgendermalien.
Wirwéhlenl € {1,2,...,1 + log, D} mit Wahrscheinlichkeit
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Dann geben wir nacheinander die Anfragen der Mengen C4,Cs, ..., C; und
beenden anschlieend die Sequenz.

Was ist der erwartete optimale Profit auf dieser randomisierten Eingabese-
quenz? Der meiste Profit 148t sich erzielen, wenn alle Anfragen der Mengen
C; miti < [ abgelehnt und alle 2!~ Anfragen in C; angenommen werden. Der
erwartet optimale Profit betragt also

14log, D 27[
E[oPT(o)] = > — L9t
=1 2D
47H§%D1 2D 1+logyD _ [log, N]
B 2 (2D —1) 2 B 2
=1 R ,
<1

Wir missen nun noch den erwarteten Profit eines beliebigen deterministischen
Online-Algorithmus ALG abschdtzen. Dazu bendétigen wir zwei Lemmata.

Lemma 6.13 Pr[ALG sieht C; | ALG sieht C;_1] < 1.

Das heif3t also, daf die Sequenz nach der letzten Anfrage in C; mit Wahrschein-
lichkeit mindestens £ aufhort.

Beweis: Es ist zu zeigen, daBPr{l > i |1 >i—1] <
scheinlichkeit errechnet sich als

1 ist. Die bedingte Wahr-

, , Prl > Pr{i > i
Pr il > >i—1| = =
i zifl=i-1] Prl>i—1] Pril>d+Pril=i-1]’

so dal} die Behauptung aquivalent ist zu
Pril>id < Pr[l=14-—1].
. - - . 1+logy, D - .
Berticksichtigt man, daB Pri >i] = >, ", Pr[l = k] ist und setzt die

Wahrscheinlichkeiten ein, mit dem Hauptnenner multipliziert, so bleibt zu zei-
gen, dal

1+log, D
Z 9=k < 9=(i=1)
k=1
ist. Dies gilt, da Y7} 782 P 2=k < 9=i 5> 9=k — 9.9~ jst,
Damit ist Lemma 6.13 bewiesen. O

Als zweites betrachten wir, was der Online-Algorithmus (im Erwartungswert)
gewinnt, wenn er eine Anfrage ablehnt.

Lemma 6.14 Sei fiir eine Anfrage r € Cj;, die nicht mit zuvor angenommenen
Anfragen konfliktiert, & [r] der maximal zu erwartende Profit, den ALG durch
Annahme oder Ablehnen von r erzielen kann. Dann gilt E [r] < 1 fir alle
reCyundi=1,...,1+logy D.
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Beweis: Wir beweisen Lemma 6.14 durch Ruckwartsinduktion nach 4. Fir den
Induktionsanfang i = 1 + log, D gilt die Behauptung offensichtlich, weil die
Annahme von r genau Profit 1 bringt, wahrend das Ablehnen von r keinen
weiteren Profit ermdglicht, da keine mit » in Konflikt stehenden Anfragen mehr
kommen kénnen.

Es gelte die Behauptung fur i = 1 + log, D, ..., k. Wir haben zu zeigen, dal
sie auch firi = k — 1 gilt.

Sei r € C;. Falls ALG r annimmt, so resultiert daraus unmittelbar Profit 1.
Lehnt ALG die Anfrage ab, so resultiert daraus nach Lemma 6.13 mit Wahr-
scheinlichkeit mindestens % uberhaupt kein Profit fir ALG, da die Sequenz nach
C; aufhort. Mit Wahrscheinlichkeit hochstens % hort sie jedoch noch nicht auf,
und ALG kann spétere Anfragen annehmen, die sich mit » iberschneiden. Es
gilt somit

(E [r]+E [r2]),

N =

E [ALG’s durch Ablehnen von r € C; resultierender Profit] <

wobei r; und ro genau die beiden mit » konfliktierenden Anfragen aus C;41
seien. Nach Induktionsvoraussetzung gilt fiir diese E [r;] < 1, j = 1, 2, und wir
erhalten E [r] < 1(1 4 1) = 1, wie behauptet. O

Wendet man Lemma 6.14 auf den ersten Call 7 = (0, D) € C an, so folgt die
Behauptung von Satz 6.12, da der erwartete Profit von ALG auf der randomisier-
ten Sequenz gleich E [7] ist. |

Ubungsaufgaben

Ubung 6.1 (Scheduling auf zwei verwandten Maschinen)

Beim Scheduling auf zwei verwandten Maschinen hat man eine schnelle erste
und eine langsame zweite Maschine gegeben. Die Ausfiihrung eines Jobs der
GroRe r bendtigt » Zeiteinheiten auf der schnellen und ar Zeiteinheiten auf der
langsamen Maschine (o« > 1).

Wir betrachten den folgenden Online-Algorithmus LIST, welcher Graham’s Al-
gorithmus (siehe Seite 44) verallgemeinert: Sei r; = (v;, av;) der aktuelle Job
und F' (L) die aktuelle Last der schnellen (langsamen) Maschine. Dann weist
LIST den Job r; der schnellen Maschine zu, wenn F' 4+ v; < L + aw;, d.h. er
weist r; derjenigen Maschine zu, auf der er zuerst beendet wird.

(a) Warum verallgemeinert LIST den Algorithmus GRAHAM von Seite 44?

(b) Zeigen Sie, daR fir o < (1 4+ +/5)/2 der Algorithmus LIST
min{%, 1+ é}-kompetitiv ist (Hinweis: Benutzen Sie Ideen aus
dem Beweis von Satz 6.1).

(c) Beweisen Sie das Kompetitivitatsresultat aus (b) auch fur den Fall, dal3
a> (1+5)/2q4ilt.

(d) Beweisen Sie, daB fur o > (1 + +/5)/2 kein deterministischer Algorith-
mus besser als 1 + 1/a-kompetitiv sein kann.
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Ubung 6.2 (Disjoint Path Allocation (DPA))

Ein Spezialfall des Durchsatzmaximierungsproblems ergibt sich, wenn jede
Kante nur Kapazitét eins besitzt. Jede Anfrage r; hat dann in diesem Fall auch
nur eine Bandbreitenanforderung von eins. Das Optimierungsziel ist es also, ei-
ne maximale Anzahl kantendisjunkter Wege mit den entsprechenden Endpunk-
ten aus den Anfragen im Graphen G = (V, E) zu konstruieren.

Bei der kompetitiven Analyse 148t man in diesem Fall keine additiven Konstan-
ten zu, da sonst mit « := m jeder Algorithmus 1-kompetitiv ware. Wir betrach-
ten das Problem fir den »einfachen Fall«, dal der Graph G = (V, E) ein Pfad
aus N Eckenist. G hatalso m := N — 1 Kanten und Durchmesser D = N — 1.

(a) Zeigen Sie, dal jeder deterministische Algorithmus auf G hdchstens D-
kompetitiv ist. Geben Sie einen D-kompetitiven Algorithmus an.

(b) Warum widerspricht das Ergebnis aus (a) nicht Satz 6.10?

(c) Sei N = 2P eine Zweierpotenz. Wir partitionieren die Kanten von G wie
folgt in »Separationsmengen«: Sei e; diejenige Kante, durch deren Ent-
fernen der Graph G in zwei Pfade G’ und G”" mit je 2P—! Ecken zerfallt.
Wir setzen F; = {e;}. Wir teilen jeden der beiden Pfade G’ und G”
wieder jeweils in der Mitte. Seien F5 = {ea1, 20} die entsprechenden
Kanten. Rekursive Fortsetzung liefert eine Partition von E in Mengen
E1,Ey, ..., E,.

Jede Anfrage r; kann nun mit Hilfe der Partition klassifiziert werden.
Wir nennen eine Anfrage ; = (s;,t;) eine Level-i-Anfrage, wenn i =
min{s : E,NE’ # (0}, wobei E’ die Kanten auf dem Weg zwischen s,
und ¢; sind.

Algorithmus cRrs (Classify-and-Randomly-Select) Wahle ¢ €
{1,2,p = log, N} zufédllig und gleichverteilt. Akzeptiere nur
Level-¢-Anfragen (und von diesen nur diejenigen, die nicht mit
bereits akzeptierten Anfragen kollidieren).

Beweisen Sie, dal8 CRS log, N-kompetitiv ist. (Hinweis: Seien o; und ¢;
die Anzahl der von OPT bzw. CRS akzeptierten Level i-Anfragen. Zeigen
sie zun&chst, dal’ ¢, > oy gilt.)
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Metrische Tasksysteme

In diesem Kapitel untersuchen wir ein sehr allgemeines Online-Problem, in des-
sen Form sich viele andere Online-Probleme formulieren lassen. Dabei lernen
wir einen wichtigen Algorithmus, den Work Function Algorithmus kennen, der
uns noch im Kapitel 8 zum k-Server Problem beschéaftigen wird.

Bei einem metrischen Tasksystem ist eine Maschine gegeben, die online Auf-
trage (tasks) verarbeiten muf3. Die Maschine kann sich in einem von endlich
vielen Zustanden befinden. Die Kosten fiir die Bearbeitung eines Tasks héngen
vom Zustand ab.

Formal ist ein metrisches Tasksystem ein Paar (M,T), wobei M ein endli-
cher metrischer Raum und 7T eine endliche Menge von Funktionen 7: M —
R U {+o0}, den Tasks, ist. Bearbeitung eines Tasks 7 im Zustand s verur-
sacht Kosten 7(s). Durch Wechsel des Zustands von s nach s’ entstehen Ko-
sten d(s, s').

Ein Algorithmus startet in einem festgelegten Startzustand sq und erhalt nun ei-
ne endliche Folge o = ry,...,r, von Tasks r; € T, die er sequentiell bearbei-
ten muf. Bei Ankunft des Tasks r; hat der Algorithmus die Mdglichkeit, vor Be-
arbeiten von r; den Zustand noch zu wechseln. Ein Online-Algorithmus erhalt
den Task r;1 erst, nachdem er r; bearbeitet hat. Ziel ist es, die Gesamtkosten,
bestehend aus Bearbeitungs- und Zustandsiibergangskosten, zu minimieren.

Beispiel 7.1 Wir koénnen das Eismaschinenoptimierungsproblem aus Ab-
schnitt 1.1 als Metrisches Tasksystem formulieren: Luigis Eismaschine besitzt
zwei Zustande V und S, d.h. M = {V, S}, wobei d(V, S) = 1. Die Menge der
zuléssigen Tasks ist T = {v, s} mit

v=1(1,4)
= (Kosten fur Vanilleproduktion im Zustand V', Kosten im Zustand S
s=1(2,2).

Sei syp € M ein Anfangszustand und ¢ = r4,...,r, eine Folge von Tasks
aus 7'. Eine Folge 5 = sg, s1,...,8, Mit's; € M nennen wir einen Service

Work Function Algorithmus

k-Server Problem

task

metrischer Raum

Sei X eine Menge und

d: X x X — Rxq eine
Abbildung. Die Abbildung d
ist eine Metrik, falls fiir

alle x, y, z aus X folgendes
gilt:

dz,y) =0 <= z=y;
d(xay) = d(y,x);
d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2)

Das Paar (X, d) heifit dann
metrischer Raum.
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Arbeitsfunktion

Work Function

Schedule fir sq und o. Wir definieren

C(sp,0,3) Z (8i-1,54) +1i(s4))

i=1
OPT(sp,0) := min C(sg, 0, §).
S

7.1 Arbeitsfunktionen

Sei (M,T) ein Metrisches Tasksystem, sy ein Anfangszustand und o =
ri, ...,y eine Folge von Tasks. Wir definieren die Arbeitsfunktion (Work Func-
tion) w,: M — R, die mit so und o assoziiert ist, wie folgt: w(s) sind die mi-
nimalen Kosten, um die Folge o ausgehend vom Zustand sq zu bearbeiten und
dabei im Zustand s zu enden.

Definition 7.2 (Arbeitsfunktion (Work Function))

Die Arbeitsfunktion (Work Function) w, zum Startzustand s, und zur Fol-
geo =ry,...,r, istdefiniert durch:

wy(8) == min (C(s0,0,5) +d(sn,s)) .
Beobachtung 7.3 Die Arbeitsfunktionen besitzen folgende Eigenschaften:
(i) wy(s) < we(s)+d(s,s) firalles,s’ € M.
(i) wor(s) > w,(s) firalles € M undaller € T.
(iii) wor (s) = mingenr (wy (z) + r(z) + d(a, s)).
(iv) OPT(sp,0) = minge p wy(S).

Lemma 7.4 Wennw,,(z) = we(y) +r(y) +d(y, x) gilt, dann folgt w,,(y) =
wo (y) +7(y)-

Beweis: Wir miissen zeigen, daf3
wo (y) +7(y) < we(z) +7(2) +d(z,y)
fur alle z € M qilt (vgl. Beobachtung 7.3 (iv)). Wir haben
we(y) +r(y) +d(y, ) < we(z) +r(z) +d(z,x).
Also ist
wo(y) +7(y) S we(2) +7(2) +d(z,2) —d(y, z) < wo(2) +7(2) +d(z,y).

Dies war zu zeigen. |
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7.2 Eine untere Schranke

7.3 Der Algorithmus wFa

Sei o = rqy,...,r, €ine beliebige Anfragesequenz. Wir bezeichnen mit o; =
ry,...,r; den Prafix bestehend aus den ersten ¢ Tasks.

Algorithmus WFA Sei o; = r1,...,r; die bisherige Anfragefolge und r» =
r;+1 die aktuelle Anfrage. Sei ferner s = s; der aktuelle Zustand von
WFA. Dann bearbeitet wFA die Anfrage r in einem Zustand s’ = s;.1 mit

d(s,s") + wo,r(s) = gélj\l} (d(s, ) + wo,r(x)) (7.1)
und
Wo,r(8') = Wwe, (8') +1(s"). (7.2)

Lemma 7.5 In jedem Schritt kann WFA einen Zustand s’ = s;11 auswéhlen,
der (7.1) und (7.2) erfiillt.

Beweis: Sei s’ € M ein Zustand, der (7.1) erfullt. Nach Beobachtung 7.3 (iii)
gibtesein z € M, flr das

Woyr(8') = e () + 7(2) + d(z, 8) (7.3)

gilt. Nach Lemma 7.4 gilt we,,(2) = wy,(2) + r(2), somit erfullt =z Bedin-
gung (7.2). Wir zeigen, dal8 = auch Bedingung (7.1) geniigt. Aus (7.3) folgt

We,r(8') +d(2,8) = wy, (2) +7(2) + d(2,8") + d(z, 5),
was aquivalent ist zu
W, (2) +7(2) +d(2,8) = Wo,r(s") + d(z,5) — d(z,5).

Mit Hilfe der Dreiecksungleichung und nach Wahl von s’ als Zustand, der (7.1)
erflllt, sowie mit Lemma 7.4 folgt

We, (2) +7(2) +d(z,8) < Wy (s)+d(s,s)
= i (d(s.2) + w0, (1)
< d(s,2) + wor(2)
(7.4)

d(s, z) + we, (2) + r(2).
Somit gilt tberall Gleichheit, insbesondere also

;Iéllvr} (d(sv :ZJ) + inT(x)) = d(57 Z) + inT(Z)a

d.h. z erfullt auch Bedingung (7.1), was zu zeigen war.
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Lemma 7.6 Sei s; der aktuelle Zustand von WFA zum Zeitpunkt, zu dem r =
r;+1 bekannt wird und s; 1 der Folgezustand, in demr; 1 von WFA bearbeitet
wird. Dann gilt:

Woyq (Sl) = Wo 4y (Si+1) + d(8i+1a Si)
Wo, 1 (8i+1) = Wo, (Si41) + Tig1(Si41).
Beweis: Die zweite Gleichung ist nach Konstruktion von wra erfullt (siehe
Bedingung (7.2)). Zum Beweis der ersten Gleichung mussen wir zeigen, da
fur jedes x € M qilt:
Woyq (Si+1) + d(si+17 Sl) < Wo;yq (1‘) + d($7 Si)'
Diese Bedingung ist aber ebenfalls nach Konstruktion von wra erflllt (siehe

Bedingung (7.1)). ]

Satz 7.7 Der Algorithmus WFA ist (2N — 1)-kompetitiv fir Tasksysteme mit
N Zusténden.

Beweis: Sei 0 = rq,...,r, eine beliebige Folge von Tasks und sq, s1, ..., Sn
der Service Schedule von WFA fir o der Task r; wird im Zustand s; bearbeitet.
Sei D := max; s»cpr d(s, ). Es gilt:

WFA(0) = > (d(si-1,5:) +7i(s:))
i=1
n—1
=Y (d(sis si41) + Tisr(5041))
i=0
n—1
= Z(w"i+1 (8i) — Wo, (Sit1)) (Nach Lemma 7.6)
—
= (w0i+1 (Sl) - wUz‘(Si))
i=0
n—1
+ (w0i+1(5i+1) - in(SiJrl))
1=0
+ We, (50) Wey, (Sn)
n—1
<2 2. max (Wo,,, () — We, (%)) — Wa, (n)- (7.4)

Dabei haben wir ausgenutzt, daB we, (so) = wg(so) = d(so, So) = 0 gilt. Wir
zeigen durch ein Potentialfunktionsargument, daf3

n—1

max (wo,, (z) — w,, (z)) < N -0PT(c) + N - D (7.5)
=0

gilt. Dieses Ergebnis, zusammen mit

OPT(0) = we(s™) := irélj\%wg(x) < we(sn)
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in (7.4) eingesetzt, zeigt dann
WFA(o) < (2N —1)oPT(o) + N - D,

also die Behauptung des Satzes.
Sei die Potentialfunktion ®; = ®(w,,) = > ., wo, (). Dann ist

gé%( (w0i+1 (x) — Wo; (‘T)) < Z (w0i+1 (‘T) — Wo; (‘T)) = (I)iJrl — ;. (76)
xeM
Summation von (7.6) Uber i = 0,...,n — 1 liefert:

n—1

max (w0i+1($) — Wo; (x)) < <I)(w0n) - q)(w@))

- xeM
Z We,, (m) - Z Wo (m)

1=

reM reM d(s0,7)
< Y we () + Y (dlw,sT) — d(so, )
xeM xeM
< N-0oPT(o)+ Y d(so,s%)
zeM
< N-o0PT(o)+ N -D.

Dies impliziert (7.5) und beendet den Beweis. O
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Das k-Server Problem

Referenzwerke: [10, Kapitel 10], [23, Kapitel 13]

Das k-Server Problem ist eine natirliche Verallgemeinerung des Paging Pro-
blems. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Ein Algorithmus bewegt £ mobile Ser-
ver, deren Standorte immer Punkte des metrischen Raums X sind. Der Algo-
rithmus erhélt eine Anfragefolge o = r4, ..., r,, wobei r; ein Punkt aus X ist.
Wir sagen, dal? eine Anfrage r; beantwortet wird, wenn ein Server auf r; plaziert
ist. Der Algorithmus mul? nun alle Anfragen beantworten, indem er die Server
im Raum X bewegt. Seine Kosten ALG (o) sind als die Gesamtstrecke definiert,
welche seine Server bei der Anfragefolge o0 = r1,...,r, zuriicklegen. Das
k-Server Problem hat Anwendungen bei der Einsatzplanung von Versorgungs-
fahrzeugen (etwa Pannenhilfe).
A
1)

od

- Tig1e

, leo )

Ti+1 [

)

Anfrage r;
o

Das Paging Problem ergibt sich als Spezialfall, wenn d(z,y) = 1 furalle z,y €
X gilt. Die k Server représentieren die k& Platze im Cache, N = |X| ist die
Gesamtzahl der Speicherseiten. Daraus folgt bereits, daf? fiir spezielle metrische
Réume kein deterministischer Algorithmus mit Kompetitivitit & < c existieren
kann. Wie wir in Abschnitt 8.2 zeigen werden, ist & sogar fiir jeden metrischen
Raum mit wenigstens &k + 1 Punkten eine untere Schranke.

Die wohl beriihmteste Vermutung in der Online-Optimierung ist die sogenannte
k-Server Vermutung [26]:

Vermutung 8.1 (k-Server Vermutung) Fiir jeden metrischen Raum gibt es
einen deterministischen k-kompetitiven Algorithmus fiir das k-Server Problem.

Die k-Server Vermutung ist bis heute noch nicht bewiesen. In der Tat ist es
zunachst Uberhaupt nicht klar, daB es fur jeden metrischen Raum einen Algo-
rithmus gibt, dessen Kompetitivitat nur von & und nicht etwa von der Anzahl

Sei X eine Menge und

d: X x X — Rxq eine
Abbildung. Die Abbildung d
ist eine Metrik, falls fiir

alle z, y, z aus X folgendes
gilt:

dz,y) =0 <= z=1y;
d(x> y) = d(y7 {L‘);
d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2).

Das Paar (X, d) heif3t dann
fBRY

m.
Bei Bekanntwerden der

Anfrage r; mu einer der
Server zum Punkt r; bewegt
werden. Fir den
Online-Algorithmus wird erst
dann digméachste

Anfr bekannt.

Modellierung des Paging
Problems mit N = 5 und
k = 2 als k-Server Problem.
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der Punkte im metrischen Raum abh&ngt. Das erste Resultat dieser Art erzielten
Fiatetal. [13], die einen O((k!)?)-kompetitiven Algorithmus finden konnten. In
Abschnitt 8.4 zeigen wir das Resultat von Koutsoupias und Papadimitriou [25]
nach dem der »Work Function Algorithmus« (WFA) (2k — 1)-kompetitiv ist.

8.1 Faule Algorithmen

Wir werden zundchst einige grundlegende Eigenschaften von Algorithmen fiir
das k-Server Problem zeigen. Diese ermdglichen es uns, bei den folgenden Be-
weisen die die Klasse der zu betrachtenden Algorithmen einzuschranken.

Wir nennen einen Algorithmus faul, wenn er bei jeder Anfrage hdchstens einen
Server bewegt (und dies auch nur dann, wenn er keinen Server auf dem aktu-
ellen Anfragepunkt hat). Wir zeigen nun, daR faule Algorithmen alle anderen
Algorithmen dominieren:

Lemma 8.2 Sei ALG ein Algorithmus fiir das k-Server Problem. Dann gibt es
einen faulen Algorithmus ALG’” mit ALG' (o) < ALG(o) filr jede Anfragefol-
ge o. Wenn ALG ein Online-Algorithmus ist, dann ist auch ALG’ ein Online-
Algorithmus.

Beweis: Der Beweis folgt durch einfache Induktion unter Zuhilfenahme der
Dreiecksungleichung.

Der modifizierte Algorithmus ALG’ arbeitet wie folgt: Angenommen ALG arbei-
te faul bis zur iten Anfrage und bewege dann unnétigerweise einen Server s von
2 nach y. Die dabei entstehenden Kosten sind d(x, y). ALG’ arbeitet bis zur iten
Anfrage genau wie ALG, unterl&Rt dann jedoch die Bewegung des Servers s. Sei
die néchste Anfrage, die der Server s von ALG bearbeitet bei z. Dann bewegt
ALG’ den Server s direkt von z nach z. Da d(z, z) < d(x,y) + d(y, z), sind die
Kosten von ALG’ nicht gréRer als die von ALG. o

8.2 Eine untere Schranke fur deterministische Al-
gorithmen

Satz8.3 Sei M = (X,d) ein beliebiger metrischer Raum mit | X| > k +
1 Punkten. Jeder determinitische c-kompetitive Algorithmus ALG fiir das k-
Server Problem in M erfiillt dann ¢ > k.

Beweis: Sei ALG ein c-kompetitiver deterministischer Algorithmus fur das k-
Server Problem in M = (X, d). Ohne Einschrdnkung nehmen wir an, dal3 ALG
»faul« ist. Wir zeigen nun, dal? es beliebig lange Anfragefolgen o gibt, so dal
ALG (o) > kOoPT(0) gilt.

Dazu konstruieren wir eine Anfragefolge o und k& Algorithmen By, ..., By, SO
daB ALG(c) = S%_, By(o) gilt. Folglich gibt es einen Algorithmus B;, mit
B;,(0) < kALG(o).
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Sei S die Menge der Serverpositionen, die ALG anfangs besetzt hat zusammen
mit einen neuen Punkt. Wir kdnnen o.B. d. A. annehmen, daf |S| = k ist. Wir
werden nur Anfragen an Punkte aus .S in der Folge verwenden. Die Anfrage r;
erfolgt an dem Punkt aus .S, an dem ALG keinen Server besitzt.

Sei o = rq,...,r, die so konstruierte Folge und r,,,; der Punkt aus S, der
nach o von keinem Server von ALG besetzt ist. Dann gilt:

n

ALG(O’) = Z d(T’iJrl,Ti) = Zd(?"i, 7’1'+1).

1=1
Wir konstruieren nun die Algorithmen By, ..., By. Seien die anfangs von ALG
durch Server besetzten Punkte aus S die Punkte x1,...,zp. FUrj = 1,... k

ist dann Algorithmus B; wie folgt definiert: Anfangs hat B; Server auf allen
Punkten aus S auBer auf x;. Wird im Verlaufe der Folge o ein Punkt r; gefragt,
der nicht von B; besetzt wird, dann bewegt B; einen Server von r;_; nach ;.

Sei S; die Menge der Punkte, auf denen B; Server hat. Anfangs sind die Men-
gen S; unterschiedlich. Wir zeigen durch Induktion, daR diese Mengen auch
wéhrend der Bearbeitung von o verschieden bleiben. Seien die Mengen bis zur
Anfrage r;_; verschieden. Wir betrachten die Anfrage r;. Eine Menge S; verén-
dert sich nur, wenn r; nicht in ihr enthalten ist (nur dann bewegt Algorithmus B;
einen Server). Wenn r; also in zwei Mengen S; und S, liegt, dann bleiben diese
auch weiterhin verschieden.

Da die Mengen S; bis vor der Anfrage r; unterschiedlich sind, hat genau ein Al-
gorithmus B; von By, ..., By, keinen Server auf r;. Fir diesen Algorithmus B;
&ndert sich die Menge S;;, indem r;_; durch r; ersetzt wird. Da aber alle Algo-
rithmen By, ..., By die letzte Anfrage r;_; bearbeitet haben und folglich fur
j' # j nach der iten Anfrage r,_1 € S, gilt, folgt, daR die Mengen weiterhin
verschieden bleiben.

Wir haben bereits gesehen, dal? bei der Anfrage r; genau einem der Algorithmen

By, ..., By Kosten d(r;_1, ;) enstehen. Also ist:
k n n—1
ZBJ(U) = Zd(ﬁqﬂ"i) = Z d(ri,riy1).
Jj=1 =2 i=1

Die Summe auf der rechten Seite der letzten Gleichung entspricht den Kosten
von ALG auf o bis auf den letzten Term, den man fiir lange Folgen vernachlas-
sigen kann. |
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Wir betrachten im folgenden den Spezialfall, da der metrische Raum X die
reelle Gerade R mit der Metrik d(z,y) = |« — y] ist.

Algorithmus bc (Double Coverage) Wenn die aktuelle Anfrage r; aullerhalb
der konvexen Hille der Server liegt, dann bearbeite die Anfrage mit den
dichtesten Server.
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Potentialfunktion

Matching

amortisierte Kosten

Ansonsten liegt die Anfrage zwischen zwei Servern. Bewege beide Server
mit gleicher Geschwindigkeit auf r; zu, bis der erste Server r; erreicht.
Wenn zwei Server auf dem gleichen Punkt sitzen, dann wird ein beliebi-
ger von ihnen ausgewahlt.

Der Algorithmus Dc ist kein fauler Algorithmus. Durch die Techniken aus Lem-
ma 8.2 kann man Dc jedoch zu einem faulen Algorithmus modifizieren. Fur die
Analyse ist jedoch die oben angegebene Version von DC geeigneter. Zum Be-
weis der Kompetitivitdt von DC benutzen wir eine haufig angewandte Technik
bei der kompetitiven Analyse: eine Potentialfunktion.

Satz 8.4 Dc ist k-kompetitiv fiir das k-Server Problem in R.

Beweis: Wir bezeichnen mit M; das minimale Matching zwischen den Servern
von DC und oPT nach der sten Anfrage. Sei ferner S; die Summe aller Distanzen
zwischen den Servern s; von DC nach der iten Anfrage: S; = 3, d(st, s5).
Dann benutzen wir folgendes Potential:

Behauptung 8.5 Wir stellen uns vor, dal$ bei einer Anfrage r; zuerst OPT einen
Server bewegt und danach DcC einen (oder mehrere) Server bewegt. Fiir das
Potential ® gelten dann folgende Aussagen:

(i) Esgilt: ®; > 0 fir alle i.

(ii) Wenn der Gegner (OPT) einen Server zum Request r; um é bewegt, dann
erhéht sich das Potential hGchstens um k.

(iii) Wenn danach Dc seine Server um insgesamt § bewegt, dann verringert
sich das Potential um mindestens §.

Bevor wir die Behauptung 8.5 beweisen, zeigen wir zunédchst, daB sie die im
Satz behauptete Kompetitivitat von bc impliziert.

Wir definieren die amortisierten Kosten a; von Dc fir die Anfrage r; wie folgt:
Sei Dc(r;) die Gesamtstrecke, die die Server von DC bei der Anfrage r; zuriick-
legen. Dann ist

a; = DC(’I“Z') + &, — P, 1. (81)

Wir benutzen zunéchst Behauptung 8.5 (ii) und (iii), um a; abzuschatzen. Wir
stellen uns wie in der Behauptung vor, daB bei der Anfrage r; zuerst orPT und
dann Dc seine Server bewegt. Es folgt dann aus den Eigenschaften des Potenti-
als @, dal

b, -0, 1 <k- OPT(T‘Z') — DC(T’i).

Also ist
a; < k-OPT(r;). (8.2)
Aus der Definition der amortisierten Kosten in (8.1) folgt

n

DC(U) = Z DC(T’i) = i (ai +d,_ 1 — q)z) = iai + &9 — .

=1 =1
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Da nach Behauptung 8.5 (i) ®,, > 0 ist, folgt, daR

n (8.2) n
DC(0) <P+ » ai < Po+ Y k-OPT(r;) =k - OPT(0) + o.
1=1 =1

Mit o := P ist dann die k-Kompetitivitat von DC gezeigt.

Das folgende Lemma ist durch Austauschargumente einfach zu beweisen.

Lemma8.6 Seik >2und X = {z1,...,2x} CR, Y ={y1,...,yx} CR.
Seiz e X.

(i) Seiy € Y mitd(x,y) = ming ex d(z',y). Giltx <y, firi =1,...,k
(oder x > y; firi = 1,...,k), dann gibt es ein minimales Matching
zwischen den Punkten in X und Y, in dem x der Punkty zugeordnet ist.

(ii) Gilt z € [y,y'], wobei y,y’ € Y mit der Eigenschaft, dal8 das offene
Intervall 1y, y'[ keine Punkte aus X enthdlt, dann dann gibt es ein mini-
males Matching zwischen den Punkten in X und Y, in dem x einer der
Punkte y, vy’ zugeordnet ist.

Beweis: Ubung 8.2. 0

Beweis von Behauptung 8.5: Die Aussage (i) ist trivial. Die Aussage (ii) ist
ebenfalls sehr einfach: Wenn oPT einen Server bewegt, dann &ndert sich die .S;-
Komponente von @ nicht. Der Wert des minimalen Matchings zwischen den
Servern von DC und oPT kann sich offenbar nicht mehr vergréBern als der Ab-
stand, den OPT seinen Server bewegt.

Um (iii) zu beweisen, unterscheiden wir, ob DC einen oder zwei Server bewegt.
Wenn DC nur einen Server s bewegt, mul3 dieser nach Definition von DC ein
Eckpunkt der konvexen Hiille der Server sein. Das bedeutet aber, dal? Bewegung
um ¢ den Abstand zu jedem der anderen k& — 1 Server um § erhéht. Somit erhht
sich die S;-Komponente um (k — 1)d. Da s der dichteste Server zur Anfrage r;
ist, gibt es nach Lemma 8.6 ein minimales Matching, in dem s demjenigen
Server von OPT zugeordnet ist, der bereits auf r; sitzt. Somit erniedrigt sich
die Matching-Komponente in ® um k4. Insgesamt verringert sich ® also um
mindestens 4.

Es verbleibt der Fall, da® DC zwei Server s; und so um je §/2 bewegt. Einer
der beiden Server ist der dichteste zur Anfrage r; und nach Lemma 8.6 in einem
minimalen Matching zum Server von OPT zugeordnet, der auf r; sitzt. Seine Be-
wegung erniedrigt M; also um ¢ /2. Da der andere Server sich hdchstens 6 /2 von
seinem Matchingpartner wegbewegt, folgt, daf? sich die Matchingkomponente
in ® nicht erhthen kann. Wir betrachten nun S;. Fur jeden Server s # s1, so
andert sich die Summe d(s1, s) + d(s2, s) nicht: Ein Summand erhdht sich um
/2, der andere verringert sich um /2. Allerdings verringert sich der Abstand
zwischen s; und sy um insgesamt 2 - 6/2 = 4. Also sinkt ® insgesamt um
mindestens 4. |

L~—T-AN\ I

Server von DC (Quadrate) und
von oPT (Dreiecke). Die
gestrichelten Linien
veranschaulichen das
Matching.
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8.4 Der Work Function Algorithmus

In diesem Abschnitt werden wir folgendes Resultat beweisen:

Satz 8.7 ([25]) Es gibt einen deterministischen Algorithmus WFA, welcher in
jedem metrischen Raum (2k — 1)-kompetitiv ist.

Sei M = (X,d) ein metrischer Raum. Eine Konfiguration eines Algorithmus
ALG nennen wir eine Multimenge von & Punkten aus X, welche die aktuel-
le Positionen der Server von ALG reprasentieren. Wir verwenden im Weiteren
folgende Notationen:

e Fir Konfigurationen C und C5 bezeichnen wir mit C; +Cy und Cy — Cy
die Multimengenvereinigung bzw. -differenz.

e Wir schreiben kurz C; + p fur C; + {p} und Cy — p fir C1 — {p}, wobei
C1 eine Konfiguration und p € X ein Punkt des metrischen Raums ist.

e Fir zwei Konfigurationen C; und Cs bezeichnen wir mit D(Cy, Cs)
den Konfigurationsabstand, d.h. das Gewicht eines (gewichts-) minima-
len Matchings zwischen C; und Cs.

8.4.1 Arbeitsfunktionen

Definition 8.8 (Arbeitsfunktion (Work Function)) Sei C eine Konfiguration
und o eine Anfragefolge. Dann definieren wir die Arbeitsfunktion (Work
Function) w,(C) = w,(Co, C) als die optimalen Offline-Kosten, um ausge-
hend von der Startkonfiguration () alle Anfragen aus o zu bearbeiten und mit
der Konfiguration C zu enden.

Aus den Arbeitsfunktionen kann man die optimalen Offline-Kosten fiir eine An-
fragefolge o leicht bestimmen. Es gilt:

OPT(0) = mcinwg(C). (8.3)

Seinuno = rq,...,r, fixiert. Wir bezeichnen mit o; := r1,...,r; den Préfix
der ersten ¢ Anfragen von o. Wir leiten nun her, wie man die Arbeitsfunktionen
durch dynamische Programmierung berechnen kann.

Offenbar gilt fir jede Konfiguration C', daf wy(C) = D(Cp, C'). Nehmen wir
an, dal w,, (C) fur alle Konfigurationen C bereits bekanntist. Sei nunr := r;14
die néchste Anfrage und C eine Konfiguration. Wie sieht w,,,(C') aus?

Wenn r € C gilt, dann ist offenbar w,,,(C') = w,, (C) (l&ngere Anfragefolgen
konnen die Kosten nicht erhdhen). Wenn » ¢ C, dann mu3 der optimale Al-
gorithmus beim Bearbeiten von o;r zuerst die Anfrage r bearbeiten, wobei er
Konfiguration C' mit » € C annimmt, und danach von C' zur Konfiguration C
wechseln. Es gilt also:

We,r(C) = érgiené (wmr(é’) + D(C, C))
= min, (wm () + D(C, 0)) (8.4)
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Fur die letzte Gleichung haben wir unsere Beobachtung von oben ausgenutzt,
daR im Fall € C gilt: w,.(C) = w,, (C). Man sieht nun leicht, daR die Glei-
chung (8.4) auch fiir den Fall » € C gultig bleibt (in diesem Fall ist C bei der
Minimierung auf der rechten Seite als Wahl von C zugelassen). Somit haben wir
eine Rekursionsgleichung fur die Arbeitsfunktionen gefunden. Mit Hilfe dyna-
mischer Programmierung lait sich somit w,, (C) fur jede Anfragefolge und jede
Konfiguration berechnen. Insbesondere kann man opPT (o) mit Hilfe von (8.3)
bestimmen.

Wir vereinfachen die rechte Seite von (8.4) nun noch ein wenig, indem wir
zeigen, daB es ausreicht, tber solche Konfigurationen C' zu minimieren, die
sich von C' durch genau einen Punkt unterscheiden, d.h., die von der Form C' =
C —z+ r mitz € X sind. Bei den folgenden Rechnungen verwenden wir
folgende einfache Eigenschaft der Arbeitsfunktionen:

We,; (A) < we, (B) + D(A, B) flr alle Konfigurationen A, B. (8.5)

Sei C eine Konfiguration, fiir die das Minimum auf der rechten Seite von (8.4)
angenommen wird. Sei C' — C' = Y + r fiir eine nichtleere Multimenge Y. Wir
zeigen nun, daR wir im Fall Y # () eine Menge C finden kénnen, die ebenfalls
die rechte Seite von (8.4) minimiert und die gleichzeitig |C — C| < |C — C|
erfullt.

Mit M : C — (' bezeichnen wir das minimale Matching zwischen C und C mit
Gewicht D(C, C). Wahle y € Y mit 2 := M (y) € C — C. Wir betrachten nun
die Menge C' := C' — y + z. Diese erfillt |C — C| < |Y| = |C — C|. Ferner
gilt:
we, (C) + D(C,C) < we, (C)+ Y d(x, M(x)) +d(z,2)
IEéfy
=w,,(C —y+2)+ Z d(x, M (z)) + d(z, 2)
weé—y
< we,(C) +d(y,2) + Y dx, M(x))

weé—y

= wo, (C) + ) d(w, M(x))
IEé
= w,,(C) + D(C,C).

Folgende Notation verwenden wir zur Verkirzung im Rest des Abschnitts:

w(C) = w,, (C),
w'(C) = wey,(C).

Wir fassen die Ergebnisse von oben in einem Lemma zusammen.

Lemma8.9 Seioc = rq,...,r, eine Anfragefolge, C eine beliebige Konfigu-
ration und r := r;41. Dann gilt:

(i) wo(C) = D(Co,C)
(i) w'(C) = gélg (w(C —z+r)+d(z,r)). O
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8.4.2 Der Algorithmus WFA

Algorithmus WFA Sei o, die bisherige Anfragefolge und C die aktuelle Kon-
figuration von wrA(welche nach Bearbeiten von o; angenommen wird).
Sei r = r;41 die néchste Anfrage. WFA bearbeitet » mit einem Server
s € C' mit

s = argmin (w(C —x +7r) + d(z,7)) .
zeC

Es folgt aus der Konstruktion von wFA, dal die Kosten von WFA fiir die Anfra-
ger = r;4+1 genau d(s,r) sind. Ist C’ = C — s + r die Folgekonfiguration von
WFA, so folgt dann mit Hilfe von Lemma 8.9:

w'(C) =w(C —s+7r)+d(s,r) = w(C")+d(s,r) = w'(C")+d(s, 7). (8.6)

Far die letzte Gleichheit haben wir » € C’ benutzt.

8.4.3 Analyse des Algorithmus wrA

Wir werden nun Satz 8.7 Uber eine Reihe von Lemmata beweisen. Sei o =
ry,...,ry fixiert. Wir nehmen o.B.d. A. an, daB wWFA und OPT in der glei-
chen Konfiguration starten und enden. Die letztere Annahme ist wegen Unglei-
chung (8.5) statthaft. Ist nd&mlich A die Endkonfiguration von wWFA nach Bear-
beiten von o und wFA(o) < cw,(B) + b, so folgt mit (8.5):

WFA(0) < ¢ mcinwg(C) +(b+ Clél%)/(D(C7 C")) = coPT(o) +b.

Die Konstante b ist dabei unabhangig von der Anfragefolge.

Seio; = ry,...,r; die bisherige Anfragefolge und C die aktuelle Konfiguration
von WFA. Sei r := r;;41 die ndchste Anfrage, die WFA durch Bewegen eines
Servers von s nach r bearbeitet. Sei C' = C' — s+ r die Folgekonfiguration von
WFA. Wir definieren die Offline Pseudokosten fiir Anfrage r; durch

PC; :=w'(C") — w(C). 8.7)
Es gilt dann:
> PCi = 0PT(0) — wy(Cy) = OPT(0). (8.8)
=1
Weiterhin seien die erweiterten Kosten fur Anfrage r; durch
EC; := max (w'(X) —w(X)) (8.9

definiert. Die erweiterten Kosten entsprechen dem maximalen Anstieg einer Ar-
beitsfunktion bei der aktuellen Anfrage.

Lemma 8.10 Sei b eine Konstante, die unabhédngig von o ist. Wenn

> EC; < (c+1)0PT(a) + b,

i=1

dann ist WFA c-kompetitiv.
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Beweis: Wir betrachten die Summe der Offline Pseudokosten PC; = w'(C’) —
w(C) und der Kosten von WFA beim Bearbeiten der iten Anfrage:

PC; + WFA(o;) = w'(C") — w(C) + d(s, 7).
Nach Gleichung (8.6) gilt w’(C") = w'(C) — d(s, r). Somit ist
PC; + WFA(0;) = w'(C) — w(C) < max (w'(X) —w(X)) = EC;.

Summation uber alle Anfragen ergibt mit (8.7):

OPT(0) + WFA(o) < i EC; < (c+1)opPT(o) + 0.

Dies zeigt, daR WFA c-kompetitiv ist. m|

Lemma 8.10 hat den Vorteil, dal wir uns nicht langer mit den Konfiguratio-
nen von WFA beschéftigen missen. Um Kompetitivitédt zu zeigen, genugt es die
erweiterten Kosten abzuschétzen. Auf der anderen Seite Uberschétzen die er-
weiterten Kosten maéglicherweise die tatsachlichen Kosten von wrA, so da wir
eventuell keine optimalen Kompetitivitatsresultate zeigen.

Im folgenden schieben wir den Beweis einiger Lemmata kurzzeitig auf, um die
Struktur des gesamten Beweises deutlicher zu machen. Im Hinblick auf Lem-
ma 8.10 beschaftigen wir uns zuéchst mit den erweiterten Kosten. Wir unter-
suchen, wie eine Konfiguration aussieht, bei der die Arbeitsfunktion maximal
ansteigt.

Definition 8.11 (Maximum bezlglich w) Sei w die aktuelle Arbeitsfunktion
undr = r;y die ndchste Anfrage. Eine Konfiguration A heifsit Maximum be-
ztiglich w, wenn

A= arg}r{nax (w'(X) —w(X)).

Fir ein Maximum A beziglich w gilt dann EC,; = w'(A) — w(A).

Definition 8.12 (Minimum fir r beziglich w) Sei w die aktuelle Arbeits-
funktion und r ein beliebiger Punkt des metrischen Raums M . Eine Konfigura-
tion A heif3st dann ein Minimum fir r beziiglich w, wenn

A= arg}I{nin (w(X) - Z d(x,r)) .
zeX

Lemma 8.13 (Dualitétslemma) Sei w die aktuelle Arbeitsfunktion und r =
r;1+1 die ndchste Anfrage. Jedes Minimum fir r beliglich w ist auch ein Maxi-
mum beztiglich w.

Sei nun A ein Minimum fir » bezlglich der aktuellen Arbeitsfunktion w. Wir

definieren
MIN,, (r) := w(A) = > d(a,r).
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Zur Analyse der erweiterten Kosten fuhren wir eine (Art) Potentialfunktion (vgl.

Beweis von Satz 8.4) ein. Sei U = {uy,...,u} die aktuelle Konfiguration
von OPT. Dann sei
$(U,w) =Y MINy (u).
uelU

Sei nun wieder » = r;; die ndchste Anfrage, die von OPT durch einen Server
bearbeitet wird, der vorher auf u; steht. Die Folgekonfiguration von oPT ist also
U=U-uj+r.
Lemma 8.14 Es gilt

¢(U/7 U)) - QS(Ua ’LU) > 7kd(uja 7’).

Beweis: Wir setzen die Definition von ¢ ein:

S(U',w) — (U, w) = > MINy(u') = >~ MIN,, (u)

u' e’ uelU
= MIN, (1) — MINy, (u;). (8.10)
Es gilt nun:
MIN,,(r) = mfiln (w(A) - Z d(a, 7’))
a€A

> min (w(A) = (d(a, uy) + d(u;, 7’))) MIN,, (u) — kd(u;, 7).

a€A

Setzt man dies in (8.10) ein, so folgt die Behauptung. O
Lemma 8.15 Es gilt

d(U',w') — p(U',w) > EC; = max (w'(X) —w(X)).
Beweis: Siehe weiter hinten. O

Beweis von Satz 8.7 Um den Satz unter Zuhilfenahme von Lemma 8.10 zu
beweisen, missen wir zeigen, daf}

> EC; < 2kOPT(0) +b
i=1
fiir eine Konstante b gilt. Aus den Lemmas 8.14 und 8.15 wissen wir folgendes:

o(U',w) — p(U,w) > —kd(uj,r) (8.12)
S(U',w') — (U, w) > ECy. (8.12)

Summieren wir die Ungleichungen (8.11) und (8.12), so ergibt sich:

o(U',w') — ¢(U,w) > EC; — kd(uj,r) = EC; — k OPT(0;). (8.13)
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Durch Summation uber alle Anfragen o4, .. ., o, erhalten wir aus (8.13):

> ECi < koPT(0) + ¢(Us, wy) — ¢(Up, wp)

=1
Hierbei bezeichnen Uy = Cy und U, = C,, die Start- bzw. Endkonfiguration
von OPT (und WFA). Es genligt nun zu zeigen, daB folgende zwei Ungleichun-
gen erfillt sind:

(i) ¢(Us, wo) < kwe(Us) = kOPT(0).
(i) ¢(Up,wp) = =23_, 1ec, d(a,b) = const.
Zu (i): Es gilt:
$(Uq,we) = MIN,, ( (8.14)
uel,
Ferner gilt nach Definition von MIN,,, (u), da3

U,
vEUs zeUs—u+y

MIN,, (u) < min (wU(Ug —u+y)— Z d(z, u)) (8.15)

Sei nun y* so gewahlt, dal? die rechte Seite von (8.15) minimiert wird. Dann
ergibt sich aus (8.15)

MIN,,_ (u) < we(Uy —u+y*) — Z d(z,u)
zeUs—u+y*
S wo’(Ua —u+ y*) - d(y*7u)
< we (Uy).

Dieses Ergebnis in (8.14) eingesetzt zeigt (i).
Zu (ii): Nach Definition von ¢ haben wir:
¢(Up,wp) = »_ MINy, (u) = > MINy, (u (8.16)
ueUy ueCop

Wir betrachten wieder die einzelnen Terme MIN,,, (u) in der Summe. Sei dazu

u € Cp festund A = {ay, ..., ax} eine Konfiguration, mit
MIN,,, (1) = wp(A)— 3 d(a,u) “"™**O D(Cy, )= 3 d(a,u). (8.17)
acA acA

O.B.d.A. seien die Elemente von A = {a1,...,ar} und Cy = {uq,...,ux}
so numeriert, da a; im mimimalen Matching «; zugeordnet ist. Dann dann
kdnnen wir aus (8.16) ableiten, daR

k
MIN,, (u Zd Uiy ;) Zd(ai,u)
—Z (usya;) — d(ag,u))

k
Z Wi, u (nach der Dreiecksungleichung).
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Einsetzen in (8.16) liefert:

k
¢(Up,wp) > — Y Y d(uj,u)=—-2 > d(a,b).

ueCo i=1 a,beCy

Dies beendet den Beweis von Satz 8.7.

8.4.4 Beweis des Dualitatslemmas

Wir holen zunéchst den Beweis des Dualitatslemmas (Lemma 8.13) nach. Da-
zu bendtigen wir weitere Hilfsaussagen. Ein wichtiges Hilfsmittel ist dabei die
Quasi-Konvexitat der Arbeitsfuntionen.

Definition 8.16 (Quasi-Konvexitéat) Eine Arbeistfunktion w heilst quasi-
konvex, wenn fir alle Konfigurationen X und Y und jeden Punkt x € X
gilt:

mip (WX —z+y)+wlY —y+) <wX)+wl). (8.18)

Lemma 8.17 (Quasi-Konvexitatslemma) Alle Arbeitsfunktionen sind quasi-
konvex.

Beweis: Wir zeigen hier eine etwas allgemeinere Eigenschaft:

Eigenschaft (GQ) Sei w eine Arbeitfunktion, X und Y zwei Konfigurationen.
Dann existiert eine Bijektion g: X — Y, so daB folgende Ungleichung
gilt:

w(X1 + g(X2)) + w(g(X1) + X2) < w(X) +w(Y)
fur alle Partitionen X = X; U X, von X (8.19)

Die Eigenschaft (GQ) impliziert die Quasi-Konvexitat: Man setzt einfach X; :=
X —zund Xy = z.

Behauptung 8.18 Wenn eine Bijektion g die Ungleichung (8.19) erfiillt, dann
gibt es auch eine Bijektion g, mit g(x) = « firallex € X NY, die ebenfalls
(8.19) erfilllt.

Beweis: Wir wahlen unter allen Bijektionen, welche (8.19) erfiillen, eine solche
Bijektion g aus, welche |[{ z € X NY : g(z) = = }| maximiert. Wir zeigen nun,
daB ¢ alle Elemente im Schnitt X N'Y invariant l1a3t.

Dazu nehmen wir an, es gdbe a € X N'Y mit g(a) # a. Wir definieren nun
g: X —Y mit

g(x) =€ X\{a,g7'(2)}
9/(36) =4qa r=a

gla) ==g ().
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Die Abbildung ¢’ vertauscht also die Bilder von a und g—!(a). Wir zeigen nun,
dal ¢’ ebenfalls (8.19) erfillt, was der Wahl von ¢ widerspricht (¢’ 148t mehr
Elemente im Schnitt invariant).

Sei X = X; U X5 eine beliebige Partion von X und 0.B.d. A. a € X5. Falls
g a) € Xz, dann gilt ¢'(X1) = g(X1) und ¢'(X2) = g(X2). In diesem Fall
ist Ungleichung (8.19) erfillt, da g ihr geniigt. Wir kénnen also annehmen, da
g~ (a) € X; gilt. Es gilt nun:

w(X1 +¢'(X2)) +w(g'(X1) + X2)
= w(X; +9'(X2—a)+9(a)) w(g'(X1) + X2 —a+a)

=a

(X1 +a+g(Xs—a)+w(@ (X1)+a+ Xz —a)

IN

(X) +w(Y).

Fur die letzte Ungleichung haben wir ausgenutzt, dal3 ¢ die Bedingung (8.19)
erflllt. Dies beendet den Beweis der Behauptung 8.18. O

Wir beweisen nun die Eigenschaft (GQ) fir die Arbeitsfunktionen unter Zu-
hilfenahme von Behauptung 8.18. Wir benutzen Induktion nach der L&nge der
Anfragefolge o.

Induktionsanfang: o = 0
Es gilt w, (C) = wy(C) = D(C, Cy) fir alle Konfigurationen C, wobei C die
Anfangskonfiguration ist. Somit ist fir Konfigurationen X, Y:

w(X) +w(Y) = D(X,Co) + D(Y, Co).

Seien Mx: X — Cound My:Y — Cy die zugehdrigen minimalen Mat-
chings. Wir definieren die Bijektion g: X — Y durch g(z) := M, (Mx(x)).
Diese Funktion ordnet also einem Punkt 2 € X den Matchingpartner von
Mx (z) inY zu. Man beachte, daB gilt:

Mx(z) = My (g(z)) flrallexz € X.

Ist nun X; U X5 = X eine beliebige Partition von X, so gilt:

w
w(X1+a+g(Xz—a) +w(g(X1) +a+Xo—a) dag|x,—a=9lxs—a
w

w(X1 + g(X2)) +w(g(X1) + Xa2) = D(X1 + g(X2), Co) + D(g (Xl) + X2, Co)

<deMX Zd

reX, reXo

+Zd deMX

reX, reXo
g d(x, Mx (x E d(g
reX, r€Xo

+ 3 digla), My (9(a)) + 3 dle, Mx(

reX1 r€X>2
= D(X,Co) + D(Y, Cy).

Dies zeigt den Induktionsanfang.

())

(9(x)))

)
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Induktionsschritt: 7 — ¢ + 1.

Wir nehmen an, daf w die Eigenschaft (GQ) besitzt. Sei  die neue Anfrage.
Wir miissen zeigen, dal w’ ebenfalls die Eigenschaft (GQ) hat. Seien dazu die
Konfigurationen X und Y. Wir wissen, da3

(X) =

w’ (X —z+7r)+d(z,r) furein z € X; und
w'(Y)

w
wY —y+r)+d(y,r) fireiny e Y

gilt. Nach Induktionsvoraussetzung existiert eine Bijektion g: X — z +r —
Y — y + r, welche den Bedingungen der Eigenschaft (GQ) genligt. Nach Be-
hauptung 8.18 kdnnen wir 0. B. d. A. annehmen, dal g(r) = r gilt.

Wir definieren nun eine Bijektion ¢’: X — Y wie folgt:

g,(z){g(z) falls 2 #

y falls z = z.

Unser Ziel ist es nun zu beweisen, daf ¢’ die Eigenschaften von (GQ) erfillt.
Sei dazu X = X; U X, wieder eine beliebige Partition von X. Wir nehmen
0.B.d.A. an, daB = € X; gilt. Es gilt dann:

w(X)+w'(Y)=wX —z+7r)+dz,r)+wlY —y+r)+dy,r)

v
g & €

> w' (X1 +¢'(X2)) +w'(¢'(X1) + Xa).
Dies beendet den Beweis. O

Lemma 8.19 Sei w die aktuelle Arbeitsfunktion und r die ndchste Anfrage.
Wenn A ein Minimum fiir r beziiglich w ist, dann ist A auch ein Minimum
von r beziiglich w’.

Beweis: Wir miissen zeigen, daf}
w'(A) + ) dla,r) <w'(B)+ ) _d(b,r)
acEA beB

fur jede Konfiguration B gilt. Wir wissen, daR
w(B)=w(B -V +7r)+dl,r) fireind’ € B.
Sei a € A beliebig. Da A ein Minimum von r beziiglich w ist, gilt:

w(A) — Z d(a,7) <w(B—b +a)— Z d(b,r)

acA beB—b'+a
=w(B -V +a)— Y dbr)+dl,r) - d@,r).
beB

(8.20)

(X1—2z+r)+Xo)+wlY —y+r)+dx,r)+dy,r)

(X1 —z+r+9(X2)) +w(g(X1 — 2 +7) + Xo) +d(z,7) + d(y,7)
(X1 —z+7+ ¢ (X2) +w(g" (X1 — 2 +7) + X2) +d(w,7) +d(y,7)
w(Xy =z +7+4(X2)) +wlg'(X1) —y +r+ Xo) +d(x,7) + d(y,7)

da
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Wir verwenden die Quasikonvexitét von w fur die Konfigurationen X = B —
b +r, Y = Aund den Punkt x = r. Dies ergibt:

min (w(B — V4a)+wA—a+r) <wB -V +r)+wd). (8.21)

Addition der Ungleichungen (8.20) und (8.21) ergibt:

= d(a,r) + min (w(B = b’ + &) + w(A — a+r))
acA acA
<w(B—¥ +a)—d(@r)+wB - +r)+db,r) - dbr).
beB

=w’(B)

Wir wéhlen @ als ein solches a, fur welches das Minimum auf der linken Seite
angenommen wird. Bringen wir noch w(B — b’ + a) — d(a, r) auf die andere
Seite, so erhalten wir:

w'(B) = d(b,r)

beB
> = dla,r)+w(B -V +a)+wA-a+r)—wB-b+a)+da,r)
a€A

=w(A— ) +d(a,r) Z d(a,r)
acA
- Z d(a,r).
a€A
Dies war zu zeigen. |

Wir kénnen nun das Dualitatslemma 8.13 beweisen. Sei A ein Minimum von r
beziiglich w. Wir mussen zeigen, daf? fir jede Konfiguration B die Ungleichung

w'(A) —w(A) > w'(B) — w(B)

gilt. Sei o’ € A mit w'(A) = w(A — o’ + ) + d(a’,r). Sei ferner b € B
beliebig. Da A ein Minimum von r beziglich w ist, gilt:

- Zd(a,r) <w(A—a +0b)— Z d(a,r)
acA a€EA—a’'+b

=w(A—ad +0b)— Z d(a,r) +d(a’,r) —d(b,7).
ac€A

Daraus ergibt sich unmittelbar:
w(A) +d(b,r) —d(a’,7) < w(A—d +0). (8.22)

Wiederum nutzen wir die Quasikonvexitat von w aus. Diesmal benutzen wir die
Konfigurationen X = A — a’ + r, Y = B und den Punkt z = r. Dann erhalten
wir:

min (w(A —d +b) +wB—-b+ r)) <w(A-d +7)+w(B). (823)
beB
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Addition von (8.22) und (8.23) zeigt dann:
w(A) +d(b,r) — d(a’,r) + min (w(A —d +b)+wB-b+ r))
beB
<w(A—d +b)+w(A—d +7)+wB).

Durch Umstellen ergibt sich unter Zuhilfenahme von w(A—a’+r)+d(a’,7) =
w'(A):

%nig (w(A —d +b)+wB-b+ r)) —w(A—a' +b)+d(b,r)—w(B)

<w'(4) —w(A),
wobei diese Ungleichung fiir alle b € B gilt. Daher gilt auch

w'(A) — w(A) > min (w(B bty +db, r)) — w(B)
beB

w'(B) — w(B).

Dies beendet den Beweis des Dualitatslemmas.

8.4.5 Beweis von Lemma 8.15

Wir miissen zeigen, daB fir U’ = U — u; + r gilt:
(U w'") — p(U',w) > EC; = max (w'(X) —w(X)).

Sei A ein Minimum von r beziglich w. Dann gilt nach dem Dualitatslemma:

w'(A) —w(A) = max (w'(X) —w(X)) (8.24)
Ferner gilt nach Definition des Minimums:
w(A) = d(a,r) = MIN(r). (8.25)
a€A

Nach Lemma 8.19 ist A auch ein Minimum von r beziglich w’, d.h.:

w'(A) = d(a,r) = MINy (r). (8.26)

a€A
Aus (8.25) und (8.26) folgt:
MIN (r) — MIN,, (1) = w'(A) — w(A)
= max (w'(X) —w(X)) (nach(8.24)). (8.27)

Sei nun z ein beliebiger Punkt des metrischen Raums. Dann gilt

MIN,, (z) = mfiln (w(A) — Z d(a,x))

acA

< min <w(A) - d(a,o:)) (daw'(A) > w(A) fir alle A)
ac€A
= MIN,,/ ().
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Also ist
MIN,, (z) — MIN,,(z) > 0. (8.28)

Wir setzen jetzt die Definition der Potentialfunktion ein:

¢(U/’ ’LU/) - ¢(U/a ’LU) = Z (MINw/(u/) - MINw(u/))

u' €U’
> MIN,, (u') — MIN,, (u) (wegen (8.28))
= max (w'(X) —w(X)) (wegen (8.27)).

Dies wollten wir zeigen.

Ubungsaufgaben

Ubung 8.1 (Naheliegender Algorithmus fiir das k-Server Problem)

Ein naheliegender Algorithmus flr das k-Server Problem ist der folgende: Sei r;
die aktuelle Anfrage. Sofern kein Server auf r; steht, benutze einen Server, der
am dichtesten an der Anfrage r; liegt, um r; zu bearbeiten.

Beweisen Sie, dal} der obige Algorithmus nicht kompetitiv flir das k-Server
Problem in R ist.

Ubung 8.2 (Eigenschaften von Matchings auf der reellen Achse)
Beweisen Sie Lemma 8.6.

Ubung 8.3 (k-Server Problem und Approximation metrischer Raume)
Wir betrachten das k-Server Problem auf einem endlichen metrischen Raum
(X, d). Sei (X', d’) ein weiterer metrischer Raum mit folgenden Eigenschaften:

(i) X C X’, d.h. alle Punkte aus X sind auch in X".
(ii) Furalle z,y € X gilt:

d(z,y) < d'(z,y). (8.29)

(iii) Es gibt eine Konstante 3 > 1, so dal3 fur alle z,y € X gilt:
d'(z,y) < Bd(z,y). (8.30)

Im folgenden soll bewiesen werden, wie man durch Approximation metrischer
Raume bekannte Algorithmen auf »einfachen« Rdumen benutzen kann, um
kompetitive Algorithmen fir »kompliziertere« metrische Rdume zu konstruie-
ren.

(a) Zeigen Sie, dal ein c-kompetitiver Algorithmus flir das k-Server Problem
in (X', d") einen Gc-kompetitiven Algorithmus fur das k-Server Problem
in (X, d) liefert.
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(b)

(©)

Essei G = (V, E) ein ungerichteter Graph mit Kantengewichtend: £ —
R>o. Wir betrachten das k-Server Problem auf dem metrischen Raum
(X,d), wobei X = V und d(z, y) als die Lange des kirrzesten Weges zwi-
schen z € V und y € V definiert sei. Es sei D(G) := max, yev d(z,y)
der Durchmesser von G.

Zeigen Sie, daf jeder k-kompetitive Paging Algorithmus benutzt werden
kann, um einen k D-kompetitiven Algorithmus fiir das k-Server Problem
auf G zu erhalten.

Sei G = (V,E) ein einfacher Kreis mit n Knoten und Ein-
heitsgewichten auf den Kanten, dh. V. = {vy,...,v,}, E =
{(Ui,v(i+1) mod n) i:L...,n} und d(v;,vi41) = 1 fur alle 3.

Zeigen Sie, dal es einen randomisierten 2k-kompetitiven Algorithmus fir
das k-Server Problem auf G gegen OBL gibt.



Transport- und
Logistik-Probleme

Offline-Transportprobleme, in denen Objekte zwischen vorgegebenen Quel-
len und Zielen transportiert werden sollen, sind klassische Probleme der
Kombinatorischen Optimierung. In diesem Abschnitt betrachten wir Online-
Transportprobleme, bei denen zukunftige Auftrdge dem Online-Algorithmus
unbekannt sind.

9.1 Problemstellung und Zeitstempel-Modell

In allen bisherigen Online-Problemen haben wir von den Online-Algorithmen
nach jeder Anfrage immer eine unmittelbare und unwiderrufliche Entscheidung
gefordert. Haufig ist fir Planungsprobleme jedoch das folgende Zeitstempel-
Modell (auch Real-Time Modell genannt) aussagekraftiger: Jede Anfrage ist mit
einem Zeitstempel versehen, der den Zeitpunkt markiert, zu dem die Anfrage
dem Online-Algorithmus bekannt wird. Der Online-Algorithmus kann Anfra-
gen »sammeln« und ihre Abarbeitung planen.

Wir definieren nun das in diesem Kapitel untersuchte Online-Transportproblem,
welches wir OLDARP (Online-»Dial-a-Ride-Problem«) nennen.

Gegeben ist ein metrischer Raum (X, d) mit einem ausgezeichneten Ursprung o.
Wir fordern, daB fur je zwei Punkte z,y € X der kurzeste Weg zwischen
x und y kontinuierlich in X enthalten ist und Lange d(z, y) hat.!

Ein Beispiel fur einen metrischen Raum, welcher die obige Bedingung er-
flillt, ist der Euklidische Raum R™. Ein weiteres Beispiel ist der metrische
Raum (X, d), der durch einen Graphen G = (V, E) mit Kantengewichten in-
duziert wird. Man definiert hier d(z, y) als die Lange des kiirzesten \Weges zwi-
schen x € V und y € V. Man setzt dann die Funktion d auf die unendlich
vielen Punkte auf den Kanten des Graphen fort. Da die Abstande sowieso ge-
mal kiirzester Wege definiert sind, kann man auch o. B. d. A. davon ausgehen,
daR die Kantengewichte die Dreiecksungleichung erfillen.

Eine Anfrage (Transportauftrag) ist ein Tripel r; = (¢;, a;, b;) mit folgender

1Formaler fordern wir, daR es eine Abbildung p: [0,1] — M gibt, so daB p(0) = = und
p(1) = y sowie d(z, p(7)) = 7d(z,y) und d(y, p(7)) = (1 — 7)d(z, y) firalle 0 < 7 < 1 gilt.
Die Menge p([0, 1]) C M heiB3t dann kiirzester Weg zwischen z und y.

Zeitstempel-Modell

Dial-a-Ride-Problem

X z
. )

O

Transportauftrag
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Abbildung 9.1

Ein gewichteter Graph
induziert einen metrischen
Raum.

Release-Zeit

Server

Abbildung 9.2

Situation bei OLDARP: Ein
Server mit Kapazitdt C' = 2
erledigt Transportauftrage.
Wahrend seiner Arbeit
werden neue Auftrage
bekannt.

Transportplan

Makespan

d(z,y) — d(z, 2)
x Y

Bedeutung: ¢; € R ist der Zeitpunkt, zu dem die Anfrage r; dem Online-
Algorithmus bekannt wird, seine sogenannte Release-Zeit. Die beiden Punk-
te a; € X und b; € X bezeichnen die Quelle und das Ziel, zwischen denen
das neue Objekt transportiert werden soll. Die Anfragefolge o = r1,..., 7, ist
geméR der Release-Zeiten der Auftrége sortiert, d.h.esgiltt; <ty <--- <t,.
Fir ¢ € R>( bezeichnen wir mit o<, und o>, diejenigen Auftrage in o mit
Release-Zeit hdchstens bzw. mindestens ¢.

Zum Bearbeiten der Transportauftrage steht einem Algorithmus ein Server zur
Verfugung. Dieser hat Kapazitat C, d.h. er kann maximal C Objekte gleichzeitig
tragen. Der Server befindet sich zum Zeitpunkt 0 im Ursprung o, und kann sich
mit konstanter Einheitsgeschwindigkeit im metrischen Raum bewegen.

i

cﬁ%n.

Ein Online-Algorithmus kennt weder die Anzahl der Transportauftrédge in o
noch den Zeitpunkt ¢,,, zu dem der letzte Auftrag bekanntgegeben wird. Er muf
zu jedem Zeitpunkt ¢ die Arbeitsweise des Servers nur durch Kenntnis der Auf-
trége aus o<, bestimmen. Der Offline-Gegner hingegen kennt zum Zeitpunkt 0
bereits die vollstandige Auftragsfolge.

Eine zuléssiger Transportplan ist ein Routing fuir den Server, das im Ursprung o
startet und endet, wobei jeder Transportauftrag abgearbeitet wird (aber nicht vor
seiner Release-Zeit). Um die Qualitat einer Losung zu messen, bieten sich fur
OLDARP folgende Zielfunktionen an:

Fertigstellungszeit C™a* Mit C™#* bezeichnen wir denjenigen Zeitpunkt, zu
dem der Server wieder in den Ausgangspunkt o zuriickgekehrt ist, nach-
dem alle Auftrdge erledigt worden sind. Diese Zielfunktion wird im Sche-
duling auch Makespan genannt.

Maximale FluBRzeit F™2* Die FluBRzeit eines Auftrages r; = (¢;, a;, b;) ist die
Differenz T; — t; aus der Zeit T;, zu der r; bearbeitet worden ist, und der
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Release-Zeit ¢; des Auftrags.
Durchschnittliche FluRzeit £29 Der Durchschnitt aller FluBzeiten.

Maximale und durchschnittliche Wartezeit W™2* und W29 Die Wartezeit
eines Auftrags r; entspricht seiner FluRzeit minus seiner Bearbeitungs-
dauer.

Anwendungen von OLDARP finden sich beim Gdtertransport, bei der Einsatz-
planung von Taxis (daher leitet sich der Name »Dial-a-Ride« ab) und bei der
Steuerung von Aufzligen. Im Falle des Aufzuges ist der zugrundeliegende me-
trische Raum durch einen Graphen G = (V, E) induziert, der ein Pfad ist.

Ein wichtiger Spezialfall von OLDARP ergibt sich, wenn fur jede Anfrage r; =
(ti,ai,b;) Qilt a; = b;, d.h. wenn flr jeden Transportauftrag Quelle und Ziel
identisch sind. In diesem Fall spielt die Kapazitét des Servers keine Rolle. Der
Server muf’ nur jeden Auftragspunkt mindestens einmal besuchen. Man erhélt
also eine Online-Variante des Traveling Salesperson Problems [8, 7].

Wir betrachten im folgenden fiir OLDARP nur den Fall, daf3 die Kapazitét C' des
Servers gleich eins ist, d.h. der Server kann jeweils nur ein Objekt gleichzeitig
tragen. Weiterhin erlauben wir dem Server keine Praemption, d.h. ein einmal
aufgenommenes Objekt darf von Server nur am vorgesehenen Zielort abgeladen
werden.

9.2 Optimierung der Fertigstellungszeit

Referenzwerke: [4, 5]

Fir eine Auftragsfolge o, eine Zeit t € Rx>o und einen Punkt x € X des
metrischen Raums bezeichnen wir mit L*(¢,x, o) die Bearbeitungszeit eines
klrzesten Transportplans, der zum Zeitpunkt ¢ in z startet, alle Auftrdge in o
bedient und im Ursprung o endet.

Es gilt dann:

1. opPT(0) = L*(0,0,0).

2. Fur ¢/ > ¢ qilt L*(t',z,0) < L*(t,z,0). Dabei kann die Unglei-
chung strikt sein: Es sei X = R und o bestehe nur aus der Anfra-
ger = (1,1,0). Dann gilt L*(0,1,0) = 2, da die Anfrage r; erst zum
Zeitpunkt 1 bekannt wird und der Server auf seinem Startpunkt 1 eine

Zeiteinheit warten muB3. Andererseits ist L*(1,1,0) = 1.

3. Firz,y € X qilt: L*(t,y,0) < d(z,y) + L*(t,z,0).
Wir betrachten nun zwei Online-Algorithmen fur OLDARP:

Algorithmus REPLAN Wenn ein neuer Auftrag bekannt wird, dann fuhrt der
Server einen eventuell gerade bearbeiteten Auftrag noch fertig aus und
errechnet dann einen neuen optimalen Transportplan, der in seiner aktu-
ellen Position startet, alle noch nicht bearbeiteten Auftrage erledigt und
im Ursprung o endet.

o]l & o

E:
Aufzug und
Graph-Représentation

Traveling Salesperson
Problem

*

. A
Online-TSP (OLTsP)

Préemption

L*(t,z,0)
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@,

Aus S™* wird eine Tour
konstruiert, die in b; startet
(gestrichelt).

1. Fall: Der Restaufwand ist
hochstens d(s(tn),0) +
OoPT(0)

Algorithmus IGNORE Im Gegensatz zu REPLAN plant IGNORE erst neu,
wenn er seinen aktuellen Transportplan vollstandig abgearbeitet hat (und
wieder in den Ursprung zurlickgekehrt ist).

Im folgenden beweisen wir, daB beide Algorithmen 5 /2-kompetitiv fiir die Opti-
mierung der Fertigstellungszeit C™#* sind. Dafiir bendtigen wir noch ein Hilfs-
resultat.

Lemma9.1l Sei 0 = ry,...,r, eine Auftragsfolge. Dann gilt fiir beliebi-
gest > t, undr; = (t;,a;,b;) € o:

L*(t,bi,0 \ ;) < L*(t,0,0) — d(a;, b;) + d(a;, 0).

Dabei bezeichne o \ r; die Anfragefolgery, ..., ri—1,7it1,- - Tn.

Beweis: Sei S* ein optimaler Transportplan der Ldnge L*(¢, o, o). Dieser bear-
beite die Auftrége in o in der Reihenfolge r,, ..., r;, mitr; = r;,. Wenn wir
nun in b; zum Zeitpunkt ¢ starten und die Auftrage in der Reihenfolge

Tikgrso s TinsTgrre o5 Thp_1q

bearbeiten und den Server danach zum Ursprung fahren, ergibt sich ein glltiger
Transportplan der Lange hdchstens L* (¢, 0,0) — d(a;, b;) + d(a;, 0). |

Satz 9.2 Algorithmus REPLAN ist 5/2-kompetitiv fiir die Zielfunktion C™*.

Beweis: Sei o = rq,...,r, eine beliebige Auftragsfolge. Wir betrachten den
Zeitpunkt ¢, zu dem der letzte Auftrag bekanntgegeben wird. Sei s(t,,) die
Position des REPLAN-Servers zum Zeitpunkt ¢,,.

Wenn der Server zum Zeitpunkt ¢,, gerade kein Objekt befordert, so plant er
sofort neu. Seine Fertigstellungszeit erflllt also in diesem Fall

REPLAN(0) < t, + L*(tn, s(tn), 0)
<tn +d(s(tn),0) + L*(tn,0,0)
<tn +d(s(tn),0) + L*(0,0,0)
=t, +d(s(tn),0) + OPT(0).

t
t
©.1)

Es gilt orPT(0) > t,, da der optimale Offline-Server definitiv nicht vor Be-
kanntwerden des letzten Auftrags fertig sein kann. Da der REPLAN-Server
zum Punkt s(t,) gefahren ist, folgt, daR es einen Auftrag r; € o mit
max{d(a;,0),d(bj,0)} > d(s(t,),o) gibt. Mit Hilfe der Dreiecksungleichung
ergibt sich

OPT(0) > 2max{d(a;,0),d(bj,0)} > 2d(s(tn), 0).

Benutzt man diese Ungleichung zusammen mit opT(o) > ¢, in (9.1), so folgt,
dal im ersten Fall REPLAN (o) < 5/2 - OPT(o) wie behauptet gilt.

Im zweiten Fall trégt der REPLAN-Server zum Zeitpunkt ¢,, ein Objekt aus ei-
nem Auftrag ; = (t;,a4,b;). Er bendtigt noch d(s(t,),b;) Zeit, um diesen
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Auftrag fertigzustellen. Danach plant er im Punkt b; neu. Es gilt also

+d(a;,0) —d(a;,b;) + L*(tn,0,0) (Lemma9.1)

+ d(a;,0) — d(az, s(tn)) — d(bi, s(tn)) + L*(tn, 0,0)
<tn +d(a;,0) + L*(tn,0,0)
<5/2-0PT(0).

Dabei haben wir neben oPT(c) > t, die Tatsache benutzt, da oPT(c) >
d(o,a;) + d(a;, b;) + d(b;, 0) > 2d(0, a;) gilt.

Satz 9.3 Algorithmus IGNORE ist 5/2-kompetitiv fir die Zielfunktion C™?*.

Beweis: Wir betrachten wieder den Zeipunkt ¢,,, zu dem der letzte Auftrag der
Folge o0 = ry, ..., 7, bekannt wird. Wenn der IGNORE-Server zu diesem Zeit-
punktim Ursprung ist und alle Auftrdge mit Zeitstempel Kleiner als ¢,, bearbeitet
hat, dann ist seine Fertigstellungszeit hdchstens ¢,, + OPT(c) < 2- OPT(0).

Es verbleibt also der Fall, daR der IGNORE-Server zum Zeitpunkt ¢,, einen
Transportplan S fir eine Teilfolge o’ der Auftrage in o bearbeitet. Sei ¢g die
Zeit, zu der IGNORE mit der Bearbeitung des Plans S beginnt. Dieser Plan hat
L&nge L*(ts,0,0"). Sei o>,y die Menge der Auftrége, die IGNORE dann im
letzten Transportplan bearbeitet. Es gilt

IGNORE(0) = tg + L*(tg,0,0") + L*(tn,0,0>¢5)
<tg+OPT(0)+ L*(tn, 0,0>t4)- 9.2)

Sei r; der erste Auftrag in o>+, den der optimale Offline-Algorithmus opPT
bearbeitet. Man beachte, daB3 ¢; > tg gilt, da r; erst nach Start des Transport-
plans S zur Zeit t¢ bekannt wurde. Dann folgt

OPT(0) > tj + L*(tj,a5,0515) > tj + L*(tn, a5, 05t5), (9.3)

da oPT zum Zeitpunkt ¢; noch alle Auftrdge aus o>:, zu bearbeiten hat.
Aus (9.2) ergibt sich nun

IGNORE(0) < tg + OPT(0) + d(0,a;) + L*(tn, a;, 0>ts)
<tj+ L*(tn,aj,05¢5) + OPT(0) +d(o,a;) (dat; >tg)
< OPT(0) + OPT(0) + d(o,a;) (nach (9.3))
<5/2-0PT(0).

Dies war zu zeigen. |

Im folgenden geben wir nun einen Algorithmus an, der eine bessere Kompeti-
tivitat als 5/2 erreicht. Die Idee des Algorithms SMARTSTART st es, im we-
sentlichen IGNORE zu emulieren, dabei aber sicherzustellen, daB jeder Teil-
Transportplan ,,rechtzeitig” beendet wird (was dies bedeutet, wird unten noch

bi

s(tn) a; [ ]
o
oPT
o

o

2. Fall: Der Restaufwand ist
hdchstens d(ai, 0) + OPT(o)
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genau erklart): Wenn ein Teilplan zu lange dauert, dann legt sich der Algo-
rithmus eine Weile schlafen und betrachtet die Situation beim Aufwachen erst
wieder.

Der Algorithmus benutzt einen festen »Wartezeit-Skalierungsparameter« 6 > 1.
\on Zeit zu Zeit befragt der Algorithmus sein »Arbeiten-oder-Schlafen« Orakel:
Diese Routine berechnet einen kiirzesten Transportplan S fiir alle noch unbear-
beiteten Auftrage, der im Ursprung o startet und endet. Wenn dieser Transport-
plan nicht spater als zur Zeit 6¢ beendet werden kann (wobei ¢ die aktuelle Zeit
ist), dann liefert das Orakel (.S, Arbeiten), ansonsten liefert es (.S, Schlafen).

Der SMARTSTART Server kann sich in drei Zustanden befinden:

Stilliegend In diesem Fall hat der Server alle bekannten Auftrédge bearbeitet
und wartet untatig im Ursprung auf neue Auftrage.

Schlafend Der Algorithmus kennt noch zu bearbeitende Auftrége, weil3 aber
auch, dal3 sie »lange Bearbeitungszeit« bendtigen. Er schlaft im Ursprung
bis zu seiner Weckzeit.

Arbeitend In diesem Zustand bearbeitet der Algorithmus gerade einen Trans-
portplan.

Wir formalisieren die Arbeitsweise des Algorithmus, indem wir spezifizieren,
wie er sich in den einzelnen Zustanden verhalt.

Algorithmus SMARTSTART e Wenn der Algorithmus zum Zeitpunkt T
stilliegt und ein neuer Auftrag bekannt wird, so konsultiert er sein
,»Arbeiten-oder-Schlafen Orakel. Wenn das Ergebnis (.S, Arbeiten)
ist, dann wechselt er in den Arbeitszustand und bearbeitet S. An-
sonsten wechselt er in den Schlafzustand und stellt seinen Wecker
auf Zeit ¢/, wobei t' > T die friiheste Zeit ist, so daB ¢’ +1(S) < 6¢'.
Hier ist [(S) die Bearbeitungsdauer des vom Orakel gelieferten
Transportplans. Esistalso ¢’ = min{¢t > T : ¢t +1(S) < 6t }.

e Im Schlafzustand tut der Algorithmus einfach nichts bis zum
Wecken. Wenn er zur Zeit T° geweckt wird, dann konsultiert er
wieder das ,,Arbeiten-oder-Schlafen* Orakel. Wenn das Ergebnis
(S, Arbeiten) ist, wechselt er in den Arbeitszustand, ansonsten
schlaft der Algorithmus weiter, wobei die neue Weckzeit dann
min{t > T :¢t+1(S) < 0t} ist.

e Waéhrend des Arbeitens, d.h. wahrend der Server einen Transport-
plan bearbeitet, werden alle neuen Anfragen ignoriert. Sobald der
Transportplan beendet (und der Server somit wieder im Ursprung)
ist, befragt er wieder das ,,Arbeiten-oder-Schlafen“ Orakel. Abhén-
gig von dessen Antwort wird dann der néchste Zustand gewahlt.

Satz 9.4 Der Algorithmus SMARTSTART ist max<0,1+ 55,8 +1¢-

kompetitiv fiir die Zielfunktion C™2*. Insbesondere ist der Algorithmus
bei Wahl von 6§ = 2 dann 2-kompetitiv.
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Beweis: Sei ¢ = r1,...,r, eine beliebige Folge von Auftrdgen und o—,, die
Menge der Auftrdge mit Releasezeit t,,. Wir unterscheiden drei Félle, je nach
dem Zustand des Algorithmus zum Zeitpunkt ¢,,.

1. Fall: Der Server liegt still.

In diesem Fall konsultiert der Algorithmus zum Zeitpunkt ¢,, sofort sein
»Arbeiten-oder-Schlafen* Orakel. Sei S der vom Orakel berechnete Trans-
portplan. Der SMARTSTART-Server startet mit dem Plan S zum Zeitpunkt
t' =min{t > 1, :t+1(S) <0t}

Wenn ¢’ = t,, dann ist der Algorithmus nach Konstruktion spatestens zum
Zeitpunkt 0¢,, < 6 oPT(o) fertig. Ist ¢’ > ¢, so folgt ¢ + 1(S) = 6t'. Es gilt
dann opT(o) > I(S) = (0 — 1)t'. Folglich ist

Ell

SMARTSTART(0) =t/ +1(S) =0’ <0- 14+ 9%) oPT(0).

2. Fall: Der Server schlaft.

Die Argumente sind hier im wesentlichen die gleichen wie im ersten Fall. Sei o’
die Teilfolge der von SMARTSTART zum Zeitpunkt ¢,, noch nicht bearbeiteten
Auftrage (inklusive der Auftrage in o—;, ). Sei S ein kirzester Transportplan
fur die Auftrage in o’. Der SMARTSTART-Server startet mit der Bearbeitung
von S zum Zeitpunkt ¢’ = min{¢ > ¢, : t + 1(S) < 6t}. Wenn t' = ¢,
50 gilt SMARTSTART(0) < #OPT(co). Ansonsten gilt oPT(o) > OPT(c’) >
I(S) = (0 — 1)t'. Wie oben sind dann die Kosten von SMARTSTART durch

(1 + e—il) oPT(c) beschrankt.
3. Fall: Der Server arbeitet.
Wenn der Server nach Beendigung des aktuellen Transportplans in den
Schlafzustand Ubergeht, dann zeigen die Argumente von oben, dal3
SMARTSTART(0) < (1 + ﬁ) oPT(0) gilt.
Wir nehmen daher an, dal} der SMARTSTART-Server seinen letzten Transport-
plan S’ unmittelbar nach Beendigung des aktuellen Transportplans S startet.
Sei tg die Zeit, zu dem SMARTSTART mit dem Transportplan .S begonnen hat.
Dann gilt

SMARTSTART (o) = tg + 1(S) + 1(5"). 9.4)

Nach Konstruktion des Algorithmus gilt auch
ts +1(S) < Ots. (9.5)

Seien o> die Anfragen, die bekanntgegeben wurden, nachdem SMARTSTART
mit dem Transportplan S zum Zeitpunkt ts begonnen hatte. Man beachte,
daB o>, genau die Auftrdge sind, die SMARTSTART im letzten Plan S’ be-
arbeitet.

Seiry € o>y der erste Auftrag aus o>, den OPT bearbeitet. Wie im Beweis
von Satz 9.3 folgt nun

OPT(0) > ts + L*(tns a1, 0312): (9.6)
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Da auBerdem der Transportplan der Lange L*(t,,af,0>¢) in ay startet und
in o endet, folgt aus der Dreiecksungleichung, da L*(t,,, a s, 0>¢5) > d(o, ay).
Somit ergibt sich aus (9.6)

OPT(0) > tg + d(o,ay). 9.7)
Andererseits gilt
[(S") <d(o,af)+ L*(tn,af,05ty) < OPT(0) —ts +d(o,af).  (9.8)

Wenn man (9.8) in (9.4) verwendet, so erhalt man

SMARTSTART (o) < Otg + 1(S") (nach (9.5))
< (8 —1)ts+d(o,ar)+ OPT(0) (nach (9.8))
< 0oPT(o) + (2 —0)d(o,ay) (nach (9.7))
_JoorT(o) + (2~ )21 falls g < 2
~ |00oPT(0) ,falls 6 > 2

0
< max {5 +1, 9} OPT(0).
Dies beendet den Beweis. O

Wie in [5] gezeigt wird, kann man das Ergebnis des letzten Satzes noch et-
was verallgemeinern. Man betrachtet dabei den Fall, da SMARTSTART fir sein
»Arbeiten-oder-Schlafen« Orakel einen p-Approximationsalgorithmus einsetzt:
Ein p-Approximationsalgorithmus liefert fur eine Menge von Auftrdgen einen
Transportplan, der héchstens p-mal so lange wie der kiirzeste ist (In der bishe-
rigen Version von SMARTSTART und im Beweis von Satz 9.4 haben wir p = 1
angenommen).

Satz 9.5 Fiiralle 8 > p, 6 > 1, ist Algorithmus SMARTSTART c,-kompetitiv

mit
1 0
cp =max<6,p 1—i—971 ,§—|—p .

Die beste Wahl von 6 ist & (1 + /T + 8p) und ergibt eine Kompetitivitat von
1 (4p+1+T+8p).

Beweis: Siehe [5]. a

Die Bedeutung von Approximationsalgorithmen ist die folgende: Das Offline-
Problem, zu einer gegebenen Auftragsmenge einen kirzesten Transportplan zu
bestimmen, ist im allgemeinen Fall NP-hart [17]. Da in der Praxis allerdings
auch schnelle Antworten vom Algorithmus erwartet werden (es macht keinen
Sinn, einen Aufzug stundenlang rechnen zu lassen und dann den gerade errech-
neten optimalen Plan abzufahren), mdchte man gerne effiziente Algorithmen
mit polynomialer Laufzeit haben.

Die Offline-Variante von OLDARP ist auch unter dem Namen
Stacker Crane Problem bekannt. In [17] wird ein polynomialer 9/5-
Approximationsalgorithmus fiir den allgemeinen Fall vorgestellt. Fur Baume
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gibt es in [16] einen 5/4-Approximationsalgorithmus. Wenn der metrische
Raum ein Pfad ist, kann das Offline-Problem in Polynomialzeit geldst werden
[6, 22].

Fir den Spezialfall des Online Traveling Salesperson Problem
(OLTsp) ist der bekannte Algorithmus von Christofides [11] ein 3/2-
Approximationsalgorithmus. Fir p = 3/2 wird die beste Kompetitivitat

von SMARTSTART fir § = 1+Y13 erreicht. Sie betragt dann 712 ~ 2 6514.

9.2.1 \Verallgemeinerung auf mehrere Server

Das Problem OLDARP kann in naheliegender Weise dahingehend verallgemei-
nert werden, dalR mehr als ein Server die Auftrége bearbeiten: Beim Problem k-
OLDARP hat man k-Server mit Kapazitaten C'q, . .., Ci € N. Die Kapazitat C;
bedeutet, daB der Server j gleichzeitig bis zu C; Gegenstéande tragen kann. Die
Zielfunktion C™#* (,,Fertigstellungszeit*) mif3t den Zeitpunkt, zu dem der letzte
der k-Server wieder in den Ursprung zuriickgekehrt ist, nachdem alle Auftrage
bearbeitet worden sind.

Die Algorithmen IGNORE und SMARTSTART werden fiir k.-OLDARP dergestalt
modifiziert, dal sie immer einen Transportplan berechnen, in dem die Lange
des langsten Plans flr die k-Server minimiert wird. Man kann nun folgende
Resultate zeigen:

Satz 9.6 Fir die modifizierten Algorithmen IGNORE und SMARTSTART gilt:

1. IGNORE ist 5/2-kompetitiv fiir k-OLDARP beziiglich der Zielfunkti-
on C™ax,

2. Mit 6 = 2 ist SMARTSTART 2-kompetitiv beziiglich der Zielfunkti-
on C™ax,

Beweis: Siehe [5]. |

9.3 Optimierung der FluR- und Wartezeiten

Referenzwerke: [21, 20]

In diesem Abschnitt zeigen wir, dal es fur die Optimierung der Flu- und War-
tezeiten keine kompetitiven Algorithmen geben kann. Sei o = ry,...,r, €i-
ne beliebige Auftragsfolge und N := " | d(a;,b;). Man beachte, daB die
Minimierung der durchschnittlichen FIuR- bzw. Wartezeit &quivalent zur Mini-
mierung der Summe der FIuR- bzw. Wartezeiten ist. Mit Fa (o) und Wa g (o)
bezeichnen wir die Summe der FIuR- bzw. Wartezeiten, wenn die Folge o durch
den Algorithmus ALG bearbeitet wird.

Es gilt dann
WALG(U) _ FALG(U) - N > FALG(U)
WOPT(U) FOPT(U) -N — FOPT(U)
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Somit impliziert ein c-kompetitiver Algorithmus fiir die Zielfunktion 17729 auch
einen c-kompetitiven Algorithmus fur die Zielfunktion F28. Im Umkehrschlu
folgt, daB sich ein negatives Resultat fir die Zielfunktion F'®9 unmittelbar
auf W28 (bertragt. Eine analoge Rechnung zeigt, dal sich F™a* und WWmax
ebenso verhalten.

Satz 9.7 (Untere Schranken fir die Minimierung der durchschn. Fluf3zeit)
Fiir OLDARP in (R>g, |.|) mit der Zielfunktion F'®9 gilt:

1. Jeder c-kompetitive deterministische Algorithmus hat Kompetitivitét ¢ >
n — 1, wobein := |o].

2. Jeder c-kompetitive randomisierte Algorithmus hat Kompetitivitdt ¢ €
Q(+/n) gegen den blinden Gegner, wobei n := |o|.

Beweis: Wir zeigen nur die erste Aussage des Satzes. Einen Beweis des zweiten
Teils kann man in [31] finden.

Der Adversary gibt zum Zeitpunkt 0 einen Auftrag 71 = (0,1/2,0). Sei ¢ der
Zeitpunkt, zu dem der Online-Algorithmus ALG mit der Bearbeitung von r
beginnt. Zum Zeitpunkt ¢ + ¢ gibt der Adversary n — 1 neue Auftrage, jeder mit
Startpunkt /2 und Zielpunkt o.

Nach Bearbeitung von r; muR der Online Algorithmus noch die ganzen »klei-
nen Auftradge« bearbeiten. Wenn er dies unmittelbar und schnellstmdglichst er-
ledigt, so hat der ite Auftrag der n — 1 »kleinen Aufrage« eine FluBzeit von
t+1+ic— (t+e) =1+ (i — 1)e. Die Summe der FluBzeiten der Auftrage
fiir ALG ist also mindestens:

n—1 n—1
t+L +> (14 (-1 =t+1+(n-1)+e> (i—1).
Auftrag r1 i=1 i=1

Der Offline-Gegner bearbeitet zuerst die n — 1 »kleinen Auftrdge« und dann r;:

OPT(0) :5753(2'71)+(n—1)5/2+t+6+6(n—1)—5/2+1

Auftrag 1

(n — 1) kleine Auftrage

n—1
3
=y (i— D+ (n—1ge+t+e/2+1.
=1

Fur grofRes n und geeignet kleines € > 0 folgt also

ALG(0)

~n—1.
OPT(0) "

Dies beendet den Beweis. O

Satz 9.8 (Untere Schranke fur die Minimierung der max. Fluf3zeit) Fir
das Problem OLDARP in (R>o,|.|) mit der Zielfunktion F™* gilt: Fiir kein
¢ > 0 gibt es einen c-kompetitiven deterministischen Algorithmus.
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Beweis: Angenommen, ALG sei c-kompetitiv. Der Adversary wartet bis zum
Zeitpunkt ¢ = ¢. Zu diesem Zeitpunkt kann der Server von ALG nicht gleichzei-
tig im Ursprung o und im Punkt ¢ sein. Es gilt flir seine Position s(t):

max{d(s(t), 0), d(s(t), )} > 5.
Sei x € {o, ¢} der Punkt, welcher das Maximum auf der rechten Seite annimmt.
Dann gibt der Adversary zum Zeitpunkt ¢t = ¢ die Anfrage (¢, z,z + ¢). Die
Kosten von ALG sind dann mindestens ¢/2. Der Adversary hat seinen Server
zum Zeitpunkt ¢ bereits in x sitzen. Somit hat der Adversary nur Kosten ¢ und
es gilt fiir die Sequenz o = (¢, z, z + ¢)

ALG(0) S
OPT(g) — 2¢’

Da ¢ beliebig klein gewahlt werden kann, folgt, da ALG nicht c-kompetitiv sein
kann. O

Aus den Satzen 9.7 und 9.8 folgt nun:

Satz 9.9 (Untere Schranken fur die Minimierung der Wartezeiten)

1. Fir OLDARP in (R, |.|) mit der Zielfunktion W29 gilt:

(a) Jeder c-kompetitive deterministische Algorithmus hat Kompetitivi-
tdtc > n — 1, wobein := |o|.

(b) Jeder c-kompetitive randomisierte Algorithmus hat Kompetitivi-
tétc € Q(y/n) gegen den blinden Gegner, wobei n := |o|.

2. Fiir OLDARP in(Rxg, |.|) mit der Zielfunktion W™ gilt: Fiir keinc > 0
gibt es einen c-kompetitiven deterministischen Algorithmus.

9.3.1 \ertretbare Belastungen

Im folgenden fassen wir eine Anfragefolge o = r4,. .., r,, auch als Menge von
Anfragen o = {r1,...,r,} auf. Dies ermdglicht es uns, die iblichen Notatio-
nen fur Funktionen etc. zu verwenden.

Fir eine Zielfunktion C flir OLDARP bezeichnen wir mit Ca (o) die Kosten
des Algorithmus ALG bei der Anfragemenge o unter C. Diese etwas von der
bisherigen Notation abweichende Schreibweise ist daher nétig, da wir in den
Rechnungen in diesem Abschnitt sowohl die Fertigstellungszeit C™#* als auch
die FluRzeiten F™»* und F@9 bendtigen.

Wir nehmen in diesem Abschnitt an, dal IGNORE einen p-
Approximationsalgorithmus benutzt, um die auftretenden Offline-Instanzen
zu lésen: Sobald der aktuelle Transportplan beendet und der Server wieder im
Ursprung ist, erstellt IGNORE mit Hilfe des Approximationsalgorithmus einen
beziiglich der Fertigstellungszeit C™#* »fast optimalen« Transportplan fur die
aufgelaufenen Auftrage.

Man beachte, daBR IGNORE iterativ fur Teilmengen der Anfragefolge die Fertig-
stellungszeit optimiert, auch wenn das »globale Gesamtziel« die Minimierung
der FluRzeiten ist.
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Definition 9.10 Sei o eine Anfragemenge fiir OLDARP und r = (t,a,b) € o
eine beliebige Anfrage. Wir setzen:

t(r) :==t, a(r) := a, b(r) :=b.
Die Offline-Version von r ist der Auftrag
reffine .— (0, a, b),
die Offline-Version von o ist dann die Menge
O.Oﬁ-‘line — {roﬁ-‘line Cre 0_}.

Ein wichtiger Parameter zur Beurteilung der »Belastung« eines Systems ist die
Zeitspanne, in der neue Auftrage bekannt werden.

‘ R Definition 9.11 Sei o eine endliche Anfragemenge fiir OLDARP. Die Release-
S Spanne 6(c) von o ist definiert als

0(0) := max t(r) — mint(r).

reo reo

TSy t
Release-Spanne einer Definition 9.12 (Lastschranke) Sei o eine Anfragemenge fiir OLDARP. Eine
Anfragemenge. Der metrische ~ SChwach monoton wachsende Funktion f: R — R heift eine Lastschranke
Raum wird durch einen  fiir o, wenn fiir alle 6 € R und jede endliche Teilmenge S C o mit(S) < ¢
Pfad-Graphen (vertikal ~ gilt:
dargestellt) induziert. Die Coax(gofftine)y < f(5).
Zeitachse verlauft horizontal.

Abbildung 9.3 ? L ? T u

Lastschranke f fir eine 7\
Anfragemenge. Wenn ‘
5(S) < 6, dann gilt: IS
Co(8°me) < f(6).Die @ G
Menge S°#¥ne entsteht aus S
durch Verandern der
Release-Zeiten aller Anfragen
aus S auf 0. Die blaue Kurve
zeigt die »Spur« des
optimalen Offline Servers | | - | | -

auf gofftine, ) 3 d f(9)

Definition 9.13 Eine Lastschranke f ist (A,p)-vertretbar fiir A, p € R, wenn
firalle § > A gilt:

- =

pf(0) <.

Eine Anfragemenge o ist (A, p)-vertretbar, wenn es fiir o eine (A, p)-vertretbare
Lastschranke gibt.

Fiir p = 1 nennen wir eine Anfragemenge einfach A-vertretbar.
F>A ) <A
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des IGNORE-Servers
beim Bearbeiten von
Auftrégen auf dem
Pfadgraphen.
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Wir betrachten nun die Arbeitsweise von IGNORE genauer. Der IGNORE Al-
gorithmus organisiert seine Planung in Phasen. Diese Phasen induzieren eine
Partitionierung der Zeitachse in Intervalle: Wir nehmen o. B.d. A. an, daR die
rsten Anfragen zur Zeit 0 auftreten.? Sei somit §, := 0 der Zeitpunkt, zu dem
ie ersten Anfragen bekannt werden. Diese Anfragen werden vom IGNORE-
Server in seinem ersten Transportplan bearbeitet. Fiir 7 > 0 sei ¢; die Lénge
des Transportplans von IGNORE fiir diejenigen Anfragen, die in den letzten
0;—1 Zeiteinheiten ignoriert wurden (weil der Server gerade Auftrage bearbei-
tete). Dann teilt sich die Zeitachse in die Intervalle

[60 = 0)60]) (60761]7 (61761 + 62]) (61 + 62761 + 62 + 63]7 tee

Wir bezeichnen die obigen Intervalle mit Iy, I1, Io, . . .. Sei ferner R; die Menge
der Auftrége, die in I, bekanntgegeben werden. Die Vereinigung aller R; ergibt
dann die komplette Anfragefolge.

Am Ende von Intervall I; 16st IGNORE ein Offline-Problem: alle zu bearbei-
tenden Anfragen sind verfiigbar in dem Sinne, dal? sie vor der aktuellen Zeit
bekanntgegeben wurden. Der IGNORE-Server startet seine Arbeit sofort nach
Ende von ;. Der Transportplan ist dann ;.1 Zeiteinheiten (am Ende von ;1)
spéter bearbeitet, und der Server steht dann wieder im Ursprung. Es gilt dann:

S < p- CH (RO, (9.9)
da der Plan ein p-approximativer Offline-Transportplan fiir die Auftrage aus R;
ist.
Wir zeigen nun das erste Hauptergebnis dieses Abschnittes:

Satz9.14 Seien A > 0 und p > 1. IGNORE setze einen p-
Approximationsalgorithmus zum Lésen der auftretenden Offline-Instanzen
ein. Fir alle Instanzen von OLDARP mit (A, p)-vertretbaren Anfragefolgen ist
die maximale FlufSzeit nach oben durch 2A beschrénkt.

Beweis: Wir nehmen o.B. d. A. an, daf die ersten Anfragen zur Zeit 0 auftreten.
Sei r = (t, a,b) ein beliebiger Auftrag aus R;, d.h. ¢t € I;. Nach Konstruktion
von IGNORE ist  dann spétestens nach Beendigung des Schedules zum Ende
des Intervals I,11, d.h. §; + 0,1 Zeiteinheiten spéter, bearbeitet. Folglich ist die
FluRzeit von r bei Bearbeitung durch IGNORE hdéchstens d; + ;1.

Es genligt nun zu zeigen, daf fur alle s > 0 die Abschétzung §; < A erfiillt ist.
Seidazu f: R — R eine (A, p)-vertretbare Lastschranke. Dann gilt:
Corv (R ) < £(6),
dad(R;) < §;. Mit Ungleichung (9.9) folgt nun:
Sis1 < p- O (RT7) < p- f(8:) < max{s;, A}. (9.10)

Da die Releasespanne der Anfragen, die in 7; von IGNORE bearbeitet werden,
gleich 0 ist (dies sind nach Definition die Anfragen mit Release-Zeit genau 0),
gilt: 57 < max{0,A} = A. Aus (9.10) folgt nun mit Induktion nach i, daR
0; < Afiurallei > 0gilt. O

2Diese Annahme ist deshalb 0.B.d. A. méglich, weil die FluRzeit eine translationsinvariante
Funktion ist.



96

Transport- und Logistik-Probleme

Abbildung 9.4
Eine 22 (-vertretbare
Anfragefolge (¢ = 18¢).

Korollar9.15 Seien A > 0 und p > 1. IGNORE setze einen p-
Approximationsalgorithmus zum Lésen der auftretenden Offline-Instanzen
ein. Fur alle Instanzen von OLDARP mit (A, p)-vertretbaren Anfragefolgen ist
die durchschnittliche Flu3zeit nach oben durch 2A beschrénkt. ]

Waéhrend wir flir IGNORE bei vertretbarer Belastung obere Schranken fir die
FluBzeiten nachweisen kénnen, verhdlt sich der REPLAN-Algorithmus deutlich
schlechter.

Satz 9.16 Es gibt eine Instanz von OLDARP mit vertretbarer Belastung, so daf3
die maximale und durchschnittliche FlufSzeit von REPLAN unbeschrénkt sind.

Beweis: Der Graph G fir die Instanz ist ein Pfad aus vier Knoten a, b, c und d.
Die Abstdnde sind d(a,b) = d(c,d) = € und d(b,c) = £ — 2e. Abbildung 9.4
zeigt den Graphen und die im folgenden spezifizierten Auftrége.

Zum Zeitpunkt 0 wird ein Auftrag von a nach d bekanntgegeben. Ab Zeit 3 /2¢—
2¢ erscheinen im Abstand von ¢ — 2¢ Zeiteinheiten Paare von neuen Auftrdgen
von b nach a bzw. von ¢ nach d.

Y A

(') 3/20—¢ ' 4—2 ' £—2 ;

Wir zeigen nun, daf fiir ¢ = 18¢ die Auftragsmenge Ag := 2§£-vertretbar ist.

Wir betrachten zunéchst Mengen R;, von k aufeinander folgenden Paaren von

Auftrdgen von b nach a bzw. von ¢ nach d. Dann gilt fur die Release-Spanne
§(Ri) = (k—1)(¢ — 2¢).

Um die Menge R;°7%"¢ von Auftragen zu bearbeiten, bendtigt man Offline
eine Zeit von ‘
Cmax(Ryofliney — 90 4 (k — 1) - 4e.

Um das kleinste A zu finden, so dall Rj A-vertretbar ist, 16sen wir die Unglei-
chung ‘
8(Ry) > CBx(Ry,otne) (9.11)

nach k auf und erhalten:

20
k>1 =4
- +[€—65—‘
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Wenn wir A somit durch
max offline 2
A= COPT (R4 ) = 256
definieren, so ist R;, dann A-vertretbar: Die Funktion f: R>¢ — R>¢ mit

A S fallsd < A,
f(8) =
6 L fallsd > A,

ist per Definition A-vertretbar und nach Wahl von A auch eine Lastschranke
fur R, (Wenn §(Ry) > A, soist k > 4, und Ungleichung (9.11) ist erfullt. Fur
k < 4 gilt andererseits: C2x( Ry, °F1ne) < Cmax (R, olftine) < A),

Es verbleibt zu zeigen, daf der erste Auftrag von a nach d die A-Vertretbarkeit
nicht zerstdrt. Dies folgt aber daraus, daf Hinzunahme dieses Auftrags zu einem
beliebigen Ry, die Offline-Kosten um hdchstens ¢ 4+ ¢ = 19¢ vergroRert, die
Release-Spanne andererseits aber mindestens um 3/2¢ — 2e = 25¢ erhéht.

§t AL AL

c

1 o

| | | | -
(') 3/20—¢ ' 0—2 ' £—2¢ '

Wie verhdlt sich der REPLAN-Algorithmus auf der vorgegebenen Instanz? Da
ein neues Paar von Anfragen genau dann bekanntgegeben wird, wenn der Server
noch néher an den oberen Anfragen ist, wird die Bearbeitung aller Auftradge am
unteren Ende des Graphen weiter aufgeschoben. Abbildung 9.5 zeigt die »Spur«
des REPLAN-Servers. Die maximale FluRzeit wird vom Auftrag (3/2¢ —¢, b, a)
erreicht. Diese wéchst mit der L&nge der Folge und ist somit unbeschrankt.
Somit ist F™#* fiir REPLAN unbeschrankt.

Da auBerdem alle Auftrdge von b nach a bis zum SchluR aufgeschoben wer-
den, bedeutet dies, daR die Hélfte aller Auftrage unbeschrénkte FluBzeiten auf-
weisen. Folglich ist auch F28 fir REPLAN in der vorgestellten Instanz unbe-
schrénkt. O

Abbildung 9.6 zeigt die Spur des IGNORE-Servers fir die 2§€—vertretbaren An-
fragefolge, die flir REPLAN katastrophal bezuglich der FluBzeiten ist. Nach
einer »ineffizienten« Startphase pendelt sich der IGNORE-Server auf einer sta-
bilen Arbeitsweise ein. Das Beispiel zeigt Gibrigens auch, dal das Ergebnis von
Satz 9.14 scharf fur IGNORE ist.

Abbildung 9.5

Die Spur des REPLAN-Servers
auf der 22 ¢-vertretbaren
Anfragefolge.
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Abbildung 9.6

Die Spur des IGNORE-Servers
auf der 22 ¢-vertretbaren
Anfragefolge.

Ubungsaufgaben

Ubung 9.1 (Online-TSP)

Das Online-TSP (OLTSsP) ist ein Spezialfall von OLDARP: Hier ist bei jeder An-
frage der Start- und Zielpunkt identisch. Somit kénnen wir eine Anfrage auch
einfacher als r; = (¢;, «;) schreiben, wobei ¢; die Release-Zeit der Anfrage und
x,; die neue zu besuchende Stadt ist. Wir betrachten im Folgenden die Zielfunk-
tion C™a%,

(a) Zeigen Sie, daB REPLAN flr das Online-TSP auf dem metrischen
Raum (R, d) mit d(z,y) = |« — y|, d.h. auf der reellen Achse mit dem
ublichen Euklidischen Abstand, 2-kompetitiv ist.

(b) Analysieren Sie fiir den Fall des metrischen Raums (R, d) den folgen-
den Algorithmus:

Algorithmus MRIN (Move-Right-if-Necessary) Wenn eine neue Anfra-
ge r, = (t;,x;) bekannt wird, und diese Anfrage befindet sich
rechts vom aktuellen Serverort s(¢;), d.h. 2; > s(¢;), dann bewege
den Server nach rechts, solange sich noch unbearbeitete Anfragen
rechts vom Server befinden. Wenn sich keine unbearbeiteten Anfra-
gen mehr rechts vom Server befinden, dann bewege den Server nach
links zum Nullpunkt.
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Online-Optimierung in
flexiblen Fertigungsanlagen

Referenzwerke: [2]

Als Flexible Fertigungsanlagen (FMS, englisch: flexible manufacturing system)
bezeichnet man i.d. R. industrielle Produktionsstétten, in denen verschiedene
Maschinen und/oder Roboter (iber automatische Materialhandling-Systeme wie
Forderbéander, fuhrerlose Transportfahrzeuge, Aufzugsysteme u. &. miteinander
verbunden sind und von einer EDV-Anlage gesteuert werden.

Durch die Computersteuerung kann man z. B. die Fertigungsstral3e fir Mel3be-
cher in einer Plastikspritzerei auf die Produktion von Mlleimern umkonfigurie-
ren: Die Maschinen werden umgeristet, eine neue Zeittaktung wird eingestellt
und aus der Verpackungsstralie wird nun fiir jeden neuen Malleimer ein Mll-
eimerkarton angeliefert, wo vorher ein MeRbecherkarton fur zwolf MeRbecher
benétigt wurde.

Flexible Fertigungsanlagen sind somit die Voraussetzung dafur, dal3 der Betrieb
auf Anderungen in der Nachfrage schnell reagieren kann. Durch den techni-
schen Fortschritt der letzten zwanzig Jahre haben sich diese Anlagen schnel-
ler entwickelt als die Methoden zu ihrer Steuerung. Hier lauert eine Fille von
Online-Optimierungsprobleme, die so komplex sind, daf3 sie sich nicht immer
mit den Methoden aus Teil | analysieren lassen. Umgekehrt kann man viele
dieser Probleme wieder auf neue Elementarprobleme schrumpfen, die eine ma-
thematische Untersuchung erlauben.

Wir beschranken uns in diesem Kapitel darauf, ein spezielles FMS und die in
ihm auftretenden Probleme genauer zu beschreiben. In den Kapiteln 12, und 13
gehen wir dann auf ausgesuchte Online-Optimierungsprobleme in diesem FMS
noch einmal genauer ein.

10.1 Herlitz PBS AG: das Versandlager in Falken-
see (Stand 1999)

Ein Palettenfordersystem, wie es im Versandlager der Herlitz PBS AG in Fal-
kensee bei Berlin installiert ist, besteht aus Be- und Entladestationen fiir LKW,

Flexible Fertigungsanlagen
(FMS, englisch: flexible
manufacturing system)
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Palettensortern, Forderbandern (horizontale Fordertechnik), Aufziigen und For-
dertirmen (vertikale Fordertechnik), Mel3- und Bearbeitungsstationen, sowie
einem Hochregallagersystem mit automatischen Bediengeraten. Der FluRR der
Paletten vom Wareneingang zur Verarbeitung oder Lagerung sowie zur Auslie-
ferung wird von einem Lagerverwaltungsrechner gesteuert. Wéhrend des zeit-
lichen Ablaufs muB z. B. entschieden werden, auf welchem Weg die Palette
sich zu ihrem Zielpunkt bewegen soll, wann eine Palette in welche Lagergas-
se eingelagert werden soll oder ob eine Palette in eine Staustrecke verzweigen
soll. Fur die Abwicklung des Palettentransports gibt es Nebenbedingungen, wie
z. B. das sogenannte FIFO-Prinzip: Paletten miissen in der Reihenfolge ihres
Produktionsdatums zur Weiterverarbeitung bzw. Auslieferung.

Die Aufgabe besteht darin, fur einen schnellstméglichen stérungsfreien Ma-
terialflul zu sorgen, der alle Nebenbedingungen einhélt. So kann z. B. eine
Kapazitéatsiiberschreitung einer Staustrecke zur stundenlangen Blockade eines
wichtigen Abschnitts des Fordersystems fihren. Auf der anderen Seite kann die
Abnahme von Paletten am Wareneingang nicht beliebig lange hinausgezdgert
werden, nur um Staus zu vermeiden. AulRerdem existieren fir den Versand am
Warenausgang feste Termine, die unbedingt eingehalten werden missen.

Da sowohl Auftrage als auch Materiallieferungen am Anfang eines Produkti-
onstages noch nicht feststehen, missen laufend Ad-hoc-Entscheidungen auf der
Basis unvollstandigen Wissens getroffen werden, die spéter nicht wieder riick-
géngig gemacht werden kénnen. Eine Steuerung, die zu einem bestimmten Zeit-
punkt nach Datenlage optimal ist, kann nach Eingang eines neuen Auftrags oder
einer neuen Materiallieferung schon nachteilige Auswirkungen haben, die auch
durch Reoptimierung nicht immer wettzumachen sind (Online-Anforderung).
Alle Entscheidungen mussen zusétzlich zu bestimmten Terminen geféllt wer-
den (Echtzeit-Anforderung). Systeme dieser Grolie werden nach Aussage unse-
res Partners Herlitz PBS AG derzeit mittels einfachster Heuristiken gesteuert.

Abbildung 10.1 zeigt ein Schema der Palettenforderlogistik auf der sogenann-
ten Z-Ebene des Lagers. Dies ist eine Zwischenebene iber dem ErdgeschoR, die
verhindert, daR die Anzahl der Kreuzungen im ErdgeschoR zu groR wird. Uber
diese Ebene werden Paletten vom Wareneingang in das Hochregallager oder in
eine der Produktionsebenen gebracht. Umgekehrt werden auszulagernde Palet-
ten Uber die Z-Ebene zum Warenausgang beférdert.

Andere Ebenen stellen die Verbindung zu Produktionshallen her. In einer Etage
werden z. B. Glickwunschkarten kommissioniert: Die geschieht ebenfalls mit-
hilfe automatischer Férdertechnik: Kommissioniermobile fahren an den Gliick-
wunschkartenregalen entlang und halten automatisch dort, wo Karten fiir einen
dem Mobil zugewiesenen Auftrag »gepickt« werden missen.

Da man nach dem heutigen Stand der Technik fiir ein derartig grofles System
kein integriertes Optimierungsmodell 16sen kann, versucht man bei der Analyse,
kritische Module zu isolieren und ihr Verhalten zu studieren.

Probleme sind z. B.:

Lagerplatzzuweisung Eine Palette mit einem bestimmten Artikel (z. B. Akten-
ordner) oder einem bestimmten Material (z. B. Karton) soll in das Hoch-
regallager eingelagert werden. Weise ihr einen Lagerplatz zu, so dai3
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Abbildung 10.1: Skizze der Palettenférderlogistik: Pfeile geben die Forderrich-
tung auf Rollen- oder Kettenforderb&ndern an. Gelbe Rechtecke symbolisieren
sogenannte innere 1-Punkte, an denen Paletten (iber einen Barcodeleser oder
ein Benutzerterminal relokalisiert werden. Ovale kennzeichnen Schnittstellen
zu Spezialfordergeraten (Aufzug, Regalbediengerat). Griine Linien deuten logi-
sche Systemgrenzen an.
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e auch bei Ausfall eines Regalbediengerates immer eine Palette dieses
Typs ausgelagert werden kann (Streuung);

e das Einlagern mdoglichst schnell geht (kirzeste Wege, Stauvermei-
dung).

Wegezuweisung Eine Palette soll von A nach B transportiert werden. Finde
den kiirzesten Weg, der garantiert staufrei sein wird, wenn die Palette ihn
benutzt.

Steuerung der Regalbediengerédte Ordne Ein- und Auslagerauftrage so an,
daR die Leerbewegungen des Regalbediengerates minimiert werden.

Steuerung der Aufziige Ordne die Auftrége eines Aufzugs so an, dal

o die mittlere Bedienzeit moglichst kurz ist;
¢ die maximale Bedienzeit eines Auftrags nicht zu grof? wird.

Kommissionieren Ordne Auftrége so den Kommissioniermobilen zu, daR die
Gesamtfertigstellungszeit der Auftrage eines Tages minimal wird.

Fur alle diese Probleme kann man noch weitere Nebenbedingungen formulie-
ren. In den Kapiteln 12 und 13 werden wir drei Probleme né&her beleuchten.



Diskrete ereignisbasierte
Simulation

oder: Probieren geht Uber Studieren

Referenzwerke: [2, 29]

Die Online-Optimierungsprobleme einer flexiblen Fertigungsanlage (FMS) sind
bei weitem komplizierter als die in der Theorie behandelbaren Elementarproble-
me. Daher ist man dazu gezwungen, zur Entscheidungsfindung auch Methoden
zu benutzen, die nicht im strengen Sinne “wissenschaftlich” sind. Simulation,
also das geplante “Ausprobieren” von Algorithmen in einem Modell des FMS
auf dem Computer zahlt dabei zu den haufig eingesetzen Methoden.

11.1 Zielsetzung

»Ziel der Simulation ist es, quantitative Aussagen uber das Verhal-
ten eines Ausschnitts aus der realen Welt zu erhalten.

schreibt Siegert in seinem Lehrbuch [29]. Da hdufig Experimente im realen Sy-
stem zu kostspielig, aufwendig oder gar unmdglich sind, mdchte man ein Mo-
dell der Realitat in angemessener Genauigkeit im Computer ablaufen lassen.

Eine Mdglichkeit, dies zu realisieren, beschreiben wir im folgenden.

11.2 Begriffe

Wenn von der Simulation eines Systems gesprochen wird, so weif3 in der Regel
jeder ungeféhr, was damit gemeint ist. Um eine Simulation zu konstruieren, muf
man sich Uber einige Begriffe genauere Gedanken zu machen. Was also ist

e e¢in System,
e ¢ein Modell,

e ein Ereignis,



106

Diskrete ereignisbasierte Simulation

System

Komponenten

Umwelt

Ruckkopplung

dynamischen

zeitdiskrete

Komponenten
Komponentendaten

Attribute

Strategien

e eine Simulation?

Wir besprechen im folgenden diese Begriffe nur im Zusammenhang mit diskre-
ter ereignisorientierter Simulation. Andere Simulationsansétze existieren, sie-
he [2, 29].

11.2.1 Das System

Soll ein Aspekt der realen Welt auf dem Computer ausprobiert werden, so muf3
man sich erst einmal im Klaren dariiber werden, welchen Ausschnitt der rea-
len Welt man betrachten mdchte. Diesen Ausschnitt nennen wir das (zu un-
tersuchende) System. In der Regel besteht das System aus Komponenten. Um
z.B. die Wartezeit an einer Supermarktkasse zu untersuchen, betrachtet man
den Ausschnitt »Kassenbereich« des Supermarkts.

Den Teil der realen Welt, der nicht im System enthalten ist, nennen wir Umwelt.
Das System interagiert mit seiner Umwelt, indem es flr bestimmte Eingaben
bestimmte Ausgaben erzeugt.

Manchmal héngen die Eingaben der Umwelt von den Ausgaben des Systems ab
(Rickkopplung); will man dies berlicksichtigen, so muf3 man den Teil der Um-
welt, der dafiir verantwortlich ist, in das System integrieren. Sind zum Beispiel
zu einer bestimmten Zeit die Schlangen an den Supermarktkassen und damit die
Bedienzeiten besonders lang (Ausgabe des Systems), so werden um diese Zeit
evtl. einige Leute die Zeit mit weiteren Eink&ufen Uberbriicken und somit spéter
und mit mehr Artikeln im Kassenbereich erscheinen (Eingabe). Um diesen Ef-
fekt mit zu untersuchen, muB das System auch noch das Einkaufsverhalten der
Kunden enthalten. Da hdufig Riickkopplungen auftreten, muf} man eine Ent-
scheidung treffen, welche davon man vernachlassigen will, um ein tberschau-
bares System zu erhalten.

Andert sich ein System mit der Zeit, so spricht man von einem dynamischen
System. Systeme, die sich nur zu bestimmten Zeitpunkten &ndern, nennt man
zeitdiskrete dynamische Systeme. Im Supermarktbeispiel handelt es sich um ein
zeitdiskretes dynamischens System, da es sich nur zu den Zeitpunkten &ndert,
zu denen ein Kunde den Kassenbereich betritt, um zu bezahlen, und zu denen
ein Kunde den Kassenbereich verl&Rt, nachdem er bezahlt hat.

11.2.2 Das Modell

Dies ist der Punkt, an dem man das System in die Sprache der Mathematik zu
Ubersetzen versucht. Entscheidungen, die dabei getroffen werden, sind daher
nicht Bestandteil der Mathematik und somit auch i. d. R. nicht beweisbar richtig
oder falsch.

Zur Modellierung eines Systems muf man festlegen, welche Komponenten und
welche Komponentendaten oder Attribute man beriicksichtigen will. Wichtige
Komponentendaten sind Strategien, die bestimmen, wie sich eine Komponente
verhalt, wenn es mehrere Mdoglichkeiten flr sein Verhalten gibt. Manche Kom-
ponentendaten sind zeitabhangig, manche nicht.
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Im Supermarktbeispiel kdnnte man die Komponenten »Kasse« und »Kunde«
betrachten. Komponentendaten sind

o gedffnet/geschlossen, Kassierer bzw. Kassiererin schnell/langsam, Lange
der Schlange (firr die Kasse);

e Eintrittszeitpunkt, Waren im Warenkorb, Kassenauswahlstrategie, Aus-
trittszeitpunkt (fur Kunden).

Die Eingaben der Umwelt fur die Supermarktkasse sind die Kunden, die bezah-
len wollen, Ausgaben sind die Kunden, die bezahlt haben. Aus den Ein- und
Ausgabedaten kann man nun interessante Daten ermitteln wie die durchschnitt-
liche/maximale Wartezeit der Kunden oder die durchschnittliche/maximale
Lange der Warteschlangen.

Der i.allg. zeitabh&ngige Vektor aller Komponentendaten wird als Systemzu-
stand oder Zustandsvektor bezeichnet. Bei einem zeitdiskreten dynamischen
System gibt es zwischen zwei Zeitpunkten immer nur endlich viele verschiede-
ne Systemzustande, verbunden durch Systemiibergénge. Daher lassen sich die
Modelle zeitdiskreter Systeme leicht auf dem Computer abbilden.

11.2.3 Ereignisse

Eine Mdglichkeit, Systemibergédnge in zeitdiskreten dynamischen Systemen
zu beschreiben, sind Ereignisse. Ereignisse sind Datensétze, die Informationen
uber

e eine Systemibergangsfunktion, die jedem Systemzustand einen neuen
Systemzustand zuordnet,

e cine Folgeereignisfunktion, die jedem Systemzustand eine Menge von
Folgeereignissen zusammen mit dem Zeitpunkt ihres Eintreffens zuord-
net.

enthalten.

Fur das Supermarktbeispiel kénnen wir das Ereignis »ein Kunde stellt sich an
Kasse 7 an« betrachten, das wie folgt definiert ist:

e Im neuen Systemzustand ist die Warteschlange der Kasse ¢ um Eins ver-
langert.

e Es gibt kein Folgeereignis.

Das Ereignis »ein Kunde wird an Kasse i bedient« kann wie folgt definiert wer-
den:

e Im neuen Systemzustand ist die Warteschlange der Kasse ¢ um Eins ver-
kirzt.

o Das Folgeereignis ist definiert als »ein Kunde verlaft den Kassenbereich«
(konstante Funktion) zur Zeit »aktuelle Zeit plus Anzahl der Artikel im
Warenkorb des Kunden mal funf Sekunden« (zeitunabhéngig aber abhén-
gig vom Kunden).

Systemzustand

Zustandsvektor

Systemiibergange

Ereignisse
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11.2.4 Die Simulation

Unter einer Simulation eines zeitdiskreten dynamischen Systems verstehen wir
das Berechnen der Ausgabedaten des Systems aus den Eingabedaten des Sy-
stems durch fortlaufendes Verfolgen der Systemibergénge. Diskrete ereignis-
basierte Simulation ist die Simulation eines zeitdiskreten dynamischen Systems
durch Abarbeiten von Ereignissen in der Reihenfolge ihres Eintreffens. Abar-
beiten eines Ereignisses bedeutet

o Andern des Systemzustandes durch die Systemiibergangsfunktion des Er-
eignisses,

e Erzeugen der Nachfolgeereignisse und ihrer Eintreffzeiten.

Die Abarbeitung des aktuellen Ereignisses bezeichnen wir als Iteration der Si-
mulation.

Die ersten Ereignisse, die abgearbeitet werden, sind solche, die die Eingaben
der Umwelt modellieren. Im Supermarktbeispiel kénnte man das »Umwelt-
Eingabe-Ereignis« mit Namen »ein Kunde kommt in den Kassenbereich« wie
folgt definieren:

e Der Systemzustand bleibt gleich.

e Als Folgeereignis wird aus der Kassenauswahlstrategie des Kunden die
Kasse ¢ ausgewahlt. Dann wird das Folgeereignis »ein Kunde stellt sich
an Kasse ¢ an« zur Zeit »eine Sekunde spéter« (konstante Funktion) er-
zeugt.

11.3 Das Simulationssystem AMSEL

Mit den Uberlegungen des vorigen Abschnitts kann man im Prinzip eine Simu-
lation implementieren. Wir beschreiben im folgenden exemplarisch die Struktur
der Simulationsbibliothek AMSEL [1] genauer. Die Einfiihrung eines konkre-
ten Simulationssystems hat den Vorteil, dal wir flir einige Beispiele konkrete
Modelle vorstellen kénnen. Ansonsten ist die Struktur eines diskreten ereig-
nisbasierten Simulationssystems &hnlich dem folgenden, wobei kommerzielle
Systeme den Vorgang des Modellierens mit benutzerfreundlichen Oberflachen
besser unterstiitzen, dafuir aber keinen Einblick — und damit auch keinen Eingriff
—in ihre interne Funktionsweise erlauben.

11.3.1 Die Ereignisliste

Die Ereignisliste regelt intern die Abarbeitung der Ereignisse. Die Ereignisliste
enthalt nach jeder Iteration alle Ereignisse, die schon bekannt aber noch nicht
eingetroffen sind, und zwar sortiert nach Eintreffzeiten.

In einer Iteration wird folgendes getan:

e Das néchste Ereignis wird zuriickgeben (aktuelles Ereignis);
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e Das aktuelle Ereignis wird abgearbeitet.

e Das aktuelle Ereignis wird geldscht.

11.3.2 Objekte und Module
In AMSEL sind Komponenten noch einmal in zwei Klassen eingeteilt:

e Objekte sind bewegliche Komponenten des Systems, z. B. die Kunden im  Objekte
Supermarkt.

e Module sind feststehende Komponenten des Systems, z. B. die Kasse im  Module
Supermarkt.

11.3.3 Ereignistypen

Ereignisse lassen sich einteilen in Streckenereignisse und neutrale Ereignisse.  Streckenereignisse

Streckenereignisse modellieren den ObjektfluB im System. Solche Ereignisse  eytrale Ereignisse
kénnen beschrieben werden durch »Objekt o erreicht Ereignispunkt e«. Zu-

sammen mit dem Streckenereignis wird immer das Objekt in die Ereignisliste

eingetragen, das das Ereignis ausgeldst hat. Zu den Nachfolgeereignissen von
Streckenereignissen gehtrt immer ein weiteres Streckenereignis.

Objekte werden durch sogenannte G-Ereignisse generiert (Generierung); dies
modelliert das HereinflieRen eines Objektes in das System. Objekte kénnen da-
bei beliebige Daten erhalten, die z. B. ihren Zielpunkt im System beschreiben.

Objekte kdnnen durch Module flieBen. Das Herein-/HerausflieBen eines Ob-
jektes in ein Modul wird durch E-/A-Ereignisse beschrieben (Eintritt/Austritt).
Module kénnen eine Kapazitat haben, so dal3 sich nur eine bestimmte Anzahl
von Objekten gleichzeitig in ihnen befinden darf. Wird ein E-Ereignis abgear-
beitet, so wird geprift, ob die freie Kapazitit des Moduls noch ausreicht, um das
neue Objekt aufzunehmen. Wenn nicht, so wird das Objekt in die Warteschlange
des E-Ereignisses eingereiht.

Objekte verlassen das System durch ein Q-Ereignis (Quit).

Flielt ein Objekt auf ein Warteereignis, so wird es in eine Warteschlange ge-
stellt und wartet auf ein Ereignis, das die Warteschlange aktiviert. Dies kann
zur Synchronisation mehrerer Objektstréme verwendet werden.

Neutrale Ereignisse beschreiben alle anderen Vorkommnisse von Relevanz.

11.3.4 Warteschlangen

AMSEL verwaltet Warteschlangen in den Ereignissen. Im Prinzip kénnte man
die Warteschlangensteuerung durch spezielle Ereignistypen definieren. Einfa-
cher ist es jedoch, die Ereignisdaten etwas zu erweitern:

e Jedes Ereignis verwaltet eine eigene Warteschlange, in der sich Objekte
anstellen, wenn fiir sie das Folgeereignis noch nicht eintreten kann/soll,
z.B. wenn bei einem Eintrittsereignis das Modul voll ist.
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zufallige Daten

e Neben der Systemupdatefunktion und der Folgeereignisfunktion enthalt
jedes Ereignis eine Funktion, die fiir jeden Systemzustand eine weitere
Menge von Ereignissen zuriickgibt. Die Warteschlangen dieser Ereignis-
se werden von AMSEL beim Abarbeiten des aktuellen Ereignisses »er-
weckt«, d. h. es wird das Objekt an der Spitze der Warteschlange auf das
Folgeereignis des Warteschlangenereignisses gesetzt, genauer, das War-
teschlangenereignis wird mit dem ersten Objekt in der Warteschlange ab-
gearbeitet.

11.3.5 Systemupdates

AMSEL erlaubt Systemupdates an zwei Stellen: einmal vor der Ermittlung der
Nachfolgeereignisse und einmal danach. Jedes Ereignis spezifiziert also zwei
Systemupdate-Funktionen.

11.3.6 Strategien

Strategien werden durch die Nachfolgeereignis-Funktion verwirklicht. Im
Supermarktbeispiel kann die Kassenauswahlstrategie abgebildet werden, in-
dem man aus den Ereignissen »Kunde stellt sich an Kasse i an«, i =
1,..., Anzahl Kassen, eins auswahlt.

11.4 Praktische Probleme bei der Simulation

Man st6i3t bei Entwurf und Durchfiihrung einer Simulation auf Schwierigkeiten,
die wir in diesem Abschnitt etwas genauer betrachten wollen.

11.4.1 Erzeugung der Eingabedaten

Das Ergebnis eines Simulationslaufs hangt hdufig so empfindlich von den Ein-
gaben ab, daB die Verwendung von unrealistischen Daten zu véllig verzerrten
Ergebnissen fuhren kann.

Bei der Ermittlung der Eingabedaten sind im wesentlichen zwei Mdglichkeiten
gegeben:

e Erzeugung von Daten nach einer Wahrscheinlichkeitsverteilung (zuféllige
Daten).

Vorteile:
— Man kann leicht eine beliebig groRe Menge Stichproben erzeugen
und damit eine aussageféhige Statistik erhalten.
— Man kann eine Vorauswahl vielversprechender Strategien treffen,
die man spater mit groRerem Aufwand weiter untersuchen méchte.

Nachteile:
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— Um aussagefahige Resultate zu erhalten, muf3 man eine Ahnung ha-
ben, gemalk welcher Wahrscheinlichkeitsverteilung die Daten in der
Realitét auftreten. Hier sind aber héufig sogar Experten mit groRer
Erfahrung ratlos.

— Selbst wenn man durch aufwendige statistische Untersuchungen ei-
ne Verteilung ansetzen kann, ist haufig die Streuung so absurd, dal
statistische Aussagen nicht sehr wertvoll sind.

e Datenerfassung durch Messen in einem realen System (reale Daten).
Vorteile:

— Simulation kann »geeicht« werden, da man die Ausgaben der Simu-

lation mit den in der Realitat beobachteten Daten vergleichen kann.

— Ein Simulationslauf mit realen Daten fiihrt zu aussagekraftigen Er-
gebnissen, wenn die Daten in irgendeiner Weise »typisch« fur die
Realitat sind.

Nachteile:

— Reale Daten sind nur unter groflem Zeitaufwand zu beschaffen.

— Man hat meistens nur kleine Stichproben zur Verfiigung, aus denen
man nicht entnehmen kann, ob die Daten typisch fur die Realitét
sind.

reale Daten
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Hochregallagerbediengerate

oder: Wo ist das Offline-Problem?

Referenzwerke: [2], [3]

Um Online-Algorithmen mithilfe kompetitiver Analyse beurteilen zu kénnen,
muf zuerst ein assoziiertes Offline-Opimierunsproblem definiert werden. Fir
die Offline-Version eines Online-Optimierungsproblems miifite eigentlich gel-
ten, daf3 jede zuldssige Ldsung des Offline-Problems online »abgespielt« wer-
den kann, ohne daB Widerspriiche auftreten. Eine solche Formulierung ist aber
nicht immer einfach — wenn iberhaupt — zu finden.

In diesem Kapitel betrachten wir das Problem, die Bewegungen eines Hochre-
gallagerbediengerétes (RBG) zu optimieren. Minimiert werden soll die Gesamt-
Leerfahrtzeit des RBGs. Dieses Online-Optimierungsproblem war Kernstiick
eines Forschungsprojektes des Konrad-Zuse-Zentrums fir Informationstech-
nik Berlin in Kooperation mit einer PC-Fertigungsstatte der Siemens-Nixdorf-
Informationssysteme GmbH in Augsburg (SNI).

Sie werden in diesem und den folgenden Kapiteln vielleicht die Ubliche Struktur
eines mathematischen Textes vermissen, der in »Definition«, »Satz«, »Beweis«
gegliedert ist. Die hier dargestellten Praxisprobleme sind zu kompliziert, um ih-
nen mit einer geschliffenen mathmatischen Theorie zu Leibe zu riicken. Es soll
hier darum gehen, Probleme und Auswege aufzuzeigen, wenn die Methoden
aus Teil I allein nicht mehr greifen.

12.1 Problembeschreibung

Ein automatisches Hochregallager besteht aus in Zeilen angeordneten Regalsy-
stemen, die ihrerseits in Zellen eingeteilt sind. In den Gassen zwischen den Re-
galen befinden sich die Hochregallagerbediengerate (RBGs), die Paletten ein-
und auslagern. In der Regel kann ein RBG genau eine Palette auf einmal trans-
portieren. Die Paletten fur die Einlagerauftrage sind in einem Materialeingangs-
puffer gespeichert. Die auszulagernden Auftrdge kdnnen ungehindert abflieen.
Als Einschrénkung sei gefordert, dal} das RBG immer dann arbeiten mul3, wenn
Auftrage verfiigbar sind.

Die Bewegungen des RBG sollen nun mdoglichst »effizient« geplant werden. In
unserem Fall soll das heilRen, daB die Gesamtstrecke an Leerfahrten des RBG
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moglichst klein sein soll. Intuitiv ist z. B. die Verknipfung eines Ein- und ei-
nes Auslagerauftrages in derselben Zelle des Regals (sofern technisch mdglich)
wiinschenswert.

Bei reibungslosem Betrieb oder geringer Belastung laufen in diesen Systemen
typischerweise nicht soviele Auftrage auf, dal? sich ein genligend grof3es Opti-
mierungspotential ergibt. Allerdings zeigen die Erfahrungen bei SNI, daB nach
Stérungen sich durchaus schon einmal flinfzig Auftrage stauen kdnnen.

12.2 Mathematisches Modell

Der Regalbereich mit dem Eingangspuffer kann als endlicher metrischer Raum
aufgefal’t werden. Die Punkte in diesem metrischen Raum sind die Regalzellen
und der Punkt, an dem das RBG die Ladung aus dem Eingangspuffer holt. Die
Distanzen sind die tatsdchlichen Distanzen im physikalischen Raum. Ein Auf-
trag ist gegeben durch eine Freigabezeit, den Startpunkt und den Zielpunkt fur
die zu transportierende Palette.

Eine Leerfahrt entsteht immer dann, wenn der Zielpunkt eines Auftrags nicht
der Startpunkt des als nachstes ausgefiihrten Auftrags ist. Die Leerfahrten sind
also Fahrten »zwischen den Auftragen«, wobei der Abstand zwischen Auftragen
nicht symmetrisch ist.

Diese Beobachtung legt das folgende Modell nahe: Wir betrachten einen voll-
standigen gerichteten Graphen D = (V, A) mit Knotenmenge V gleich der
Auftragsmenge. Das Bogengewicht des Bogens (i, j) von Auftrag ¢ nach Auf-
trag j ist gleich der Fahrtstrecke vom Zielpunkt des Auftrags ¢ zum Startpunkt
des Auftrags j. Gesucht ist ein gerichteter Weg H (ein sogenannter Hamilton-
Weg), der alle Knoten aus V' genau einmal besucht und dessen Gesamtgewicht
minimal unter allen solchen Wegen ist. Wir nennen einen Digraphen, der in
dieser Weise aus Auftragen entsteht einen Auftragsdigraphen.

Fugen wir noch einen kiinstlichen Start- und Stopauftrag hinzu, der mit al-
len Knoten mit Bogen vom Gewicht Null verbunden ist, so ist ein kurzester
Hamilton-Kreis in D zu finden. Mit anderen Worten, unser Problem ist dquiva-
lent zu einem asymmetrischen Travelling-Salesman-Problem (ATsP).

Da wir es mit einem Online-Problem zu tun haben — nennen wir es OLATsP-
, sind nicht alle Knoten von Beginn an bekannt, fur den Online-Algorithmus
erscheinen sie erst mit der Freigabe der zugehdrigen Auftrage; erst dann kann
er sie in seine Planung einbeziehen.

12.3 Online-Heuristiken

Warum nennen wir die in diesem Abschnitt vorgestellten Verfahren »Heuristi-
ken« und nicht »Algorithmen«? Das liegt daran, daf wir bislang keine ma-
thematische Analyse der Qualitat dieser Methoden haben, die fiir alle Instan-
zen von OLATsP bewiesenermafen gliltig waren. Insbesondere gibt es fur kei-
nen der Algorithmen obere Schranken fir die Kompetitivitat (Ubung). In Ab-
schnitt 12.4 werden wir ein Verfahren vorstellen, dafl bei der Beurteilung eines
Algorithmus im Nachhinein angewendet werden kann.
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Hier sind zun&chst einige typische Online-Heuristiken (mehr finden sich wieder

in [2]):
FIFO Wer zuerst kommt, mahlt zuerst.

PRIORITY Auftrdgen wird eine natlrliche Zahl, die Prioritat, zugeordnet. Es
wird nach dem FIFO-Prinzip immer ein Auftrag aus der niedrigsten Prio-
ritatsklasse abgearbeitet.

RANDOM Der als néchstes zu bearbeitende Auftrag wird zuféllig aus der Men-
ge aller verflighbaren Auftrdge gewéhit.

GREEDY In jedem Schritt wird der nachste Auftrag in unserem Auftrags-
Digraphen D bearbeitet.

BESTINS Jeder neue Auftrag wird so kostengtinstig wie maéglich in den Fahr-
plan eingefugt.

LOCAL-OPTIMAL Bei jedem neu erzeugten Auftrag wird eine optimale AT sp-
Tour im Auftragsdigraphen D berechnet und solange abgefahren, bis
abermals ein neuer Auftrag generiert wird.

12.4 A-posteriori-Analyse

In einer der Ubungsaufgaben zeigen Sie, daR eine kompetitive Analyse des
OLATSsP fir alle deterministischen Online-Algorithmen ein Desaster ist. Wir
mdchten aber dennoch fir die Algorithmen, die wir einsetzen, eine Giitegaran-
tie. Die liefert die sogenannte A-posteriori-Analyse.

Ein wesentliches Leistungsmerkmal polyedrischer Optimierungsmodelle ist,
daR sie haufig nicht-triviale Schranken fiir den Abstand der Kosten einer zulés-
sigen Losung zu den Kosten einer optimalen Lésung fur eine spezielle Instanz
des Problems liefern. Das Gleiche tun wir nun hier fir die Analyse unserer
Online-Heuristiken.

Wir sammeln die Auftrdge, die unsere Online-Heuristiken bearbeitet haben in
der Auftragsmenge o, und merken uns die Kosten, die die Heuristiken dabei
verursacht haben. Danach 16sen wir das assoziierte Offline-Problem und messen
den Abstand GAP(o) nach der Formel

H(o) — OPT(0)

GAP(0) = H (o)

3

wobei H(c) die Kosten der Heuristik H auf o sind.

Wie sieht nun das Offline-Optimum fiir die Auftrage eines Tages aus? Wie lautet
genau das assoziierte Offline-Problem? Wenn wir einfach die Zeiten, zu denen
die Auftrage generiert werden, ignorieren, haben wir es mit einem ATSP zu
tun. Es kann allerdings passieren, dal? i. allg. eine Optimallésung des ATSP im
Nachhinein online nicht hatte benutzt werden kdnnen, da ein Auftrag in der
Offline-Ldsung zu einer Zeit geplant werden kann, zu der er online noch nicht
verfligbar ist.

Ein solches Verfahren war bei
SNI im Einsatz.

A-posteriori-Analyse

Referenzen
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A-posteriori-Ungleichung

Daher ist die Anwendung des Zeitstempelmodells aus Abschnitt 9.1 zwingend
notwendig. Hier darf ein Auftrag erst dann abgearbeitet werden, wenn er freige-
geben ist. Um das Offline-Optimum zu erhalten, missen wir also ein ATSP mit
Freigabezeiten I8sen, nennen wir es ATSPRT. Dies ist nicht ganz einfach und
soll hier nicht weiter behandelt werden; N&heres findet sich in [2].

Trotzdem kann es in der Praxis passieren, daf3 auch eine solche Optimalldsung
nicht online hitte Verwendung finden kénnen (Ubung). In diesem Falle erhalten
wir aber wenigstens eine untere Schranke flir die Kosten oPT(c) der optimalen
Offline-L&sung oPT[o] eines nicht explizit bekannten Offline-Problems, welche
auch online héatte benutzt werden kénnen.

Es gilt somit fur jede zeitgestempelte Auftragsmenge o und jede Online-
Heuristik H die A-posteriori-Ungleichung

OPTaTsp(0) < OPTaTserr(0) < OPT(0) < H(o). (12.2)

Diese Art der Beurteilung von Online-Heuristiken ist naturlich besonders in-
teressant, wenn man mithilfe eines Simulationsprogramms diese Berechnungen
fur viele Datensétze am Computer durchfiihren kann. In dem SNI-Projekt wur-
de dies durchgefiihrt. Es hat sich gezeigt, daf} im Falle auftretender Stérungen
sich die Heuristik LOCAL-OPTIMAL im Durchschnitt am besten verhalten hat.
Die vorher bei SNI eingesetzte Heuristik PRIORITY schnitt dagegen nur etwa
S0 gut ab wie RANDOM.

125 Fazit

Damit das RBG nicht auf das Optimierungsprogramm warten muf3, wenn die
Suche nach dem (lokalen) Optimum mal etwas l&nger dauert, wurde bei SNI
ein dreistufiges Verfahren implementiert:

1. Schnelle Heuristik BESTINS liefert im Nu eine Lésung;

2. Eine kompliziertere Heuristik fur das ATsp liefert ggf. eine bessere L6-
sung;

3. Ein Branch&Bound-Code 16st das ATsp optimal.

Mithilfe eines Simulationsmodells konnte »nachgewiesen« werden, daf3 bei auf-
tretenden Storungen bis zu 30% der Leerfahrten vermieden werden konnten.
Diese Ergebnisse haben SNI dazu bewogen, das Verfahren einzusetzen. Mittler-
weile haben sich diese Ergebnisse auch im praktischen Betrieb bestatigt.

Ubungsaufgaben

Ubung 12.1 (Leerfahrten vs. Fertigstellungszeit)
Beweisen oder widerlegen Sie: Minimierung der Summe der Leerfahrten ist
&quivalent zur Minimierung der Fertigstellungszeit im Falle
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o alle Freigabezeiten sind null,

o beliebige Freigabezeiten und der Server darf warten, auch wenn Auftrage
zur Abarbeitung anstehen,

o der Server darf nicht warten.

Ubung 12.2 (Kompetitivitat des OL ATSP)
Zeigen Sie: Es gibt kein ¢ < oo, fir das ein c-kompetitiver Online-Algorithmus
fur das OLATSsP existiert.

Ubung 12.3
Finde plausible Szenarien, die zeigen, dal die Ungleichheitszeichen in (12.1)
i. allg. nicht durch Gleichheitszeichen ersetzt werden kénnen.

Ubung 12.4
Ubung: Haben &quivalente Online-Optimierungsprobleme gleiche Kompetitivi-
tat? (Bem.: Dieselbe Antwort gilt fur Approximationsalgorithmen.)
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oder: Sind alle Algorithmen gleich gut?

Referenzwerke: [24], [3]

13.1 Problembeschreibung

In einer Abteilung des Versandlagers Falkensee der Herlitz PBS AG werden
Glickwunschkarten kommisioniert. Die Karten — etwa 4000 Typen — befinden
sich in einem Regalsystem bestehend aus vier parallelen Regalen. In den Gén-
gen zwischen den Regalen bewegen sich halbautomatische Kommissionierfahr-
zeuge, die einem Rundkurs folgen. In der Ladezone wird jedem Fahrzeug durch
ein automatisches Scheduling-System eine Menge von maximal neunzehn Auf-
trdgen zugewiesen. Um einen Auftrag zusammenzustellen, holt der auf dem
Fahrzeug befindliche »Order-Picker« an den jeweils automatisch angesteuerten
»Pick-Positionen« Karten aus dem Regal und legt sie in den fiir den Auftrag
vorgesehenen Karton.

In den Géangen konnen sich die Fahrzeuge nicht tGberholen; auBerdem durfen
aus Sicherheitsgriinden nur maximal zwei Fahrzeuge sich gleichzeitig in einem
Gang befinden. Das fuhrte bei dem in der Praxis eingesetzten Scheduling zu
signifikanten Verzdgerungen in der Bearbeitung, und man war mit der System-
leistung »irgendwie« nicht zufrieden. Aber: Eine Zielfunktion fur die Zuord-
nung der Auftrage auf die Kommissioniermobile, deren Optimierung fir einen
zufriedenstellenden Betrieb sorgen wirde, liegt hier nicht auf der Hand. Eine
Maglichkeit, die Effizienz des Systems zu steigern, kdnnte die Minimierung der
Anzahl der Stoppositionen sein, an denen die Kommissionierfahrzeuge halten
mussen.

Die Auftrage werden erst im Laufe des Tages bekannt; die Zuweisung kann je-
doch i.d.R. aus einem Pool von Auftrdgen erfolgen, d. h. das Bekanntwerden
des jeweils néchsten Auftrags ist unabhéngig von der Antwortzeit einer Zuwei-
sung.

Wir wollen nun hieraus ein mathematisches Online-Optimierungsproblem for-
mulieren. Wir probieren es zundchst mit dem klassischen Sequenzmodell, d. h.
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Ubung

Commissioning Vehicle
Problem

geschlossen

Beachte: Auftrage kdnnen
nicht im Vorhinein auf ein zu
erwartendes leeres Mobil
gepackt werden, solange
dieses nicht tatsachlich ein
volles Mobil ersetzt hat
(Ubung).

Online Commissioning
Vehicle Problem

der jeweils néchste Auftrag wird erst bekannt, wenn der vorherige zugewiesen
worden ist.

13.2 Mathematisches Modell

Das Commissioning Vehicle Problem Cvp ist wie folgt gegeben: Eine Instanz
des Cvp besteht aus einer Menge L = {1,..., N} von Stoppositionen, ei-
ner nicht-leeren endlichen Menge Mobile {v1, ..., v, } mit Kapazitat jeweils C
und einer Sequenz von o von Auftrédgen, wobei ein Auftrag r eine Teilmenge
{lm,,--,1m, von Stoppositionen aus L ist. Gesucht ist eine Zuweisung von
Auftragen auf Mobile in der Reihenfolge der Auftragssequenz o, fur die die fol-
gende Regel gilt: Wird einem Mobil der C-te Auftrag zugewiesen (das Mobil
wird geschlossen), so wird es gegen ein Neues, leeres Mobil ausgetauscht.

Beim Online Commissioning Vehicle Problem OLCvp wird dem Online-
Algorithmus Auftrag r; aus o erst dann bekannt, wenn er r;, zugewiesen hat.

13.3 Kompetitive Analyse

Wir starten mit einer trivialen oberen Schranke. Die bestmdgliche Organisati-
on der Stoppositionen ist gegeben, wenn jeweils C' Auftrége, die die gleichen
Stoppositionen induzieren, einem Mobil zugewiesen werden; die schlechtest-
mdgliche ist gegeben, wenn auf jedes Mobil Auftrdge gelegt werden, deren
Stoppositionen disjunkt sind. Dann ist die Anzahl der Stops genau so grof3, wie
wenn man C-mal so viele Mobile mit je C' Kopien von einem Auftrag belegt
hatte. Beide Extremsituationen unterscheiden sich also nur um den Faktor C.
Mit anderen Worten:

Beobachtung 13.1 Jeder korrekte Algorithmus fir das OLCvp ist C-
kompetitiv.

Erstaunlich ist, daR die folgende schwach wirkende untere Schranke schon recht
kompliziert zu beweisen ist.

Satz 13.2 Falls C, q > 1 ist, gibt es keinen c-kompetitiven Online-Algorithmus
fiir das OLCVP mitc < 2.

Beweis: Wir konstruieren eine Folge von Auftrdgen aus einem Pool von dis-
junkten Auftragstypen, so daf3 jeder Online-Algorithmus auf fast alle Fahrzeu-
ge Auftrage von mindestens zwei verschiedenen Typen laden muR, wahrend der
Offline-Gegenspieler jedem Fahrzeug nur Auftrage eines Typs zuweisen kann.

Sei A ein beliebiger Online-Algorithmus fir OLCvp.

Schritt 1: Der Auftragstyp Ty erfordert nur den Stop an Position N. Die Typen
Ti,...,Ty+1 seien definiert durch Teilen der Menge der moglichen Stopposi-
tionen ohne N in ¢ + 1 gleichgroRe Mengen (wir ignorieren einen eventuellen
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Rest). In Formeln:
To:={N};

T;::{(1—1)-L%J+1,...,1-Lﬁj}, i=1,2,...,q+1.

N—1
G

Schritt 2: Wir konstruieren aus den obigen Auftragstypen eine unendliche Fa-
milie ¥ := {01, 09,...} von Auftragsfolgen. Hier besteht die Auftragsfolge
o, aus ¢(C — 1) + vC Auftragen. Alle Auftragssequenzen werden nach der
gleichen Vorschrift erzeugt, unterscheiden sich also nur im Abbruchkriterium.

Schritt 3: Der Offline-Gegner erdffnet mit je C — 1 Auftrdgen des
Typs T, 1o, ..., T,

Schritt 4: Wir unterscheiden von nun an prinzipiell verschiedene Konfiguratio-
nen auf den aktuell verfigbaren, d. h. noch nicht vollen, Mobilen, die sich durch
das Verhalten des Online-Algorithmus ergeben. Der Offline-Gegner stellt einen
Auftrag aus, je nach dem in welcher Konfiguration sich der Online-Spieler be-
findet. Wir benutzen fir jeden Auftragstyp 7 die GrolRe n(4), die angibt, wieviel
Auftrage des Typs T; bereits erzeugt worden sind.

Sei z die Anzahl der Stops der Typen 17, ..., Ty41, also z := |

Wir nennen ein nicht-leeres Mobil 7%;-homogen, j = 1,...,¢ + 1, wenn sich
nur Auftrage vom Typ 7; auf ihm befinden. Ein Auftragstyp 7; heil3t argerlich,
j =1,...,q¢+ 1, wenn zum Zeitpunkt seiner Erzeugung kein 7’;-homogenes
Mobil existiert. Ein Auftragstyp heif3t neu, wenn keines der verfiigharen Mobile
einen Auftrag dieses Typs enthélt.

Beobachtung 13.3 Da nur ¢ Mobile gleichzeitig verfiigbar sind, existiert im-
mer mindestens ein drgerlicher Auftragstyp.

Der Offline-Gegner priift der Reihe nach folgende Bedingungen und erzeugt
dementsprechend Auftrage:

1. Situation: Es sind bereits ¢(C' — 1) 4+ vC Auftrage erzeugt.
Auftrage: Der Offline-Gegner stellt keine Auftdge mehr aus. Es wird ab-
gerechnet.

2. Situation: Alle Mobile sind mit jeweils C' — 1 Auftrdgen eines Typs T;
beladen, und n(i) = C —1 mod C fir alle diese i.
Auftrage: Der Offline-Gegner erzeugt einen Auftrag des Typs Tp.

3. Situation: Es existiert ein &rgerlicher Auftragstyp T; mitn(j) = C — 1
mod C.
Auftrage: Der Offline-Gegner erzeugt einen Auftrag vom Typ T}.

4. Situation: Es existiert ein &rgerlicher Auftragstyp 7; mit n(j) = 0
mod C.
Auftrage: Der Offline-Gegner erzeugt C' — 1 Auftrage vom Typ T};.

Schritt 5: Wir behaupten nun folgendes:
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Behauptung 13.4 In jeder Situation gilt fir jeden Auftragstyp T4, ..., Tg+1
entwedern(j) =0 mod C odern(j) =C —1 mod C.

Behauptung 13.5 Nach jeder Auftragserzeugung des Offline-Gegners befin-
den wir uns wieder in einer der oben beschriebenen Situationen.

Behauptung 13.6 Wir befinden uns héchstens einmal in Situation 2.

Behauptung 13.7 Der Online-Spieler kann héchstens ein Fahrzeug mit z + 1
Stops schlieen. Alle anderen geschlossenen Fahrzeuge miissen mindestens 2z
mal halten.

Behauptung 13.8 Der Offline-Gegner muf ein Fahrzeug mit z+1 Stops schlie-
Ben, fir alle anderen kann er mit z Stops auskommen.

Schritt 6: Wir glauben fiir einen Moment die Behauptungen und bilanzieren
nun die Kosten fur o,,:

OPT(0,) < z(r+q)+ 1;
Alo,) <2z(r—1)4+z+ 1.

Daraus folgt, dal der Quotient beliebig nahe an 2 liegt, sofern nur v groR ge-
nug gewéhlt wird. Es bleiben also nur noch die Behauptungen 13.4 bis 13.8 zu
zeigen.

Schritt 7: Behauptung 13.4 folgt direkt aus der Konstruktion. Wir beweisen nun
Behauptung 13.5:

Beweis der Behauptung 13.5 Da nach Beobachtung 13.3 immer mindestens
ein argerlicher Auftragstyp existiert und nach Behauptung 13.4 fiir diesen Auf-
tragtypen entweder n(j) = C —1 mod C oder n(j) =0 mod C gilt, ist stets
die Bedingung fir Situation 3 oder die Bedingung fir Situation 4 erfillt. o

Beweis der Behauptung 13.6 Nehmen wir an, wir befinden uns zum zweiten
Mal in Situation 2. Dann sind alle Mobile T;-homogen mit C' — 1 Auftrégen,
0.B.dA.j=1,...,qundn(j) =C —1 mod C. Wir betrachten die Situati-
on unmitelbar vor Erreichen der Situation 2. Dies kann weder Situation 1 (Ab-
bruch) noch Situation 2 (fiihrt zu einem leeren Mobil) sein. Situation 3 scheidet
ebenfalls aus, da Austellen eines einzelnen drgerlichen Auftrags entweder zu ei-
nem inhomogenen oder zu einem nur mit einem Auftrag beladenen Mobil fuhrt.
Wir sind also aus Situation 4 in Situation 2 gekommen. Insbesondere gilt zu die-
sem Zeitpunktn(¢+1) = 0 mod C, weil auch T, drgerlich ist, wodurch im
Falle von n(q +1) = C — 1 mod C Situation 3 vorgelegen hétte.

Also gilt beim Erreichen der Situation 2: n(i) = C—1 mod Cfiri=1,...,q
undn(g+1) =0 mod C. Daraus folgt fiir die Gesamtanzahl Z aller Auftrége
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auf geschlossenen Mobilen:

q+1
2= "nli) ~a(C - 1)
i=0
:1+Zn(i)+n(q+1)—q(0—1)
£1+qEC’—1)+qu(C71) mod C
=1 mod C.

Das ist ein Widerspruch zu der Tatsache, daf Z natirlich durch C teilbar sein
muf. ]

Beweis der Behauptung 13.7 Der Offline-Gegner erzeugt niemals einen Auf-
trag eines Typs, von dem sich bereits C' — 1 Auftrage auf einem der verfugbaren
Mobile befinden. Da nur ein Auftrag des Typs Ty erzeugt wird, kann nur ein
Mobil mit z + 1 Stops auskommen; alle anderen geschlossenen Mobile missen
mindestens 2z-mal halten. |

Beweis der Behauptung 13.8 Wird ein Auftrag vom Typ 7} ausgestellt, so
nennen wir ein offenes 7%;-homogenes verfligbares Mobil passend. Wir behaup-
ten, daRR der Offline-Gegner aufer in Situation 2 immer ein passendes Mobil
findet.

Nach Konstruktion der Auftragssequenz wird der Auftrag vom Typ T erzeugt,
wenn in der Zuweisung des Online-Algorithmus nur homogene Mobile mit
C — 1 Auftragen existieren. Den Auftragstypen auf diesem Mobil nennen wir
im folgenden den online-speziellen Auftragstypen; den Auftragstypen auf dem
Mobil, dem der Offline-Gegner den Auftrag vom Typ Tg zuordnet, bezeichnen
wir als den offline-speziellen Auftragstypen.

Wir konstruieren induktiv eine Offline-Zuordnung von Auftrdgen auf Mobile
fiir die Situationen 3 und 4 wie folgt:

e Findet der Offline-Gegner in Situation 3

— nach Ausstellung eines nicht offline-speziellen Auftrags ein passen-
des Mobil mit C' — 1 nicht offline-speziellen Auftrégen, so wéhlt er
die Zuweisung auf dieses Mobil. Das ergibt ein leeres Mobil;

— nach Ausstellung eines offline-speziellen Auftrags ein leeres Mobil,
so wahlt er die Zuweisung auf dieses Mobil. Das ergibt ein Mobil
mit einem Auftrag.

o Findet der Offline-Gegner in Situation 4

— nach Ausstellung von C' — 1 nicht offline-speziellen Auftrdgen ein
leeres Mobil, so wéhlt er die Zuweisung auf dieses Mobil. Das er-
gibt ein homogenes Mobil mit C' — 1 Auftragen;

— nach Ausstellung von C — 1 offline-speziellen Auftréagen ein passen-
des Mobil mit einem Auftrag, so wahlt er die Zuweisung auf dieses
Mobil. Das ergibt ein leeres Mobil.



124

Automatische Gluckwunschkartenkommissionierung

Jeden der obigen Falle bezeichnen wir im folgenden als Gliicksfall.

Wir beweisen nun die Behauptung durch Induktion. Wir starten, indem wir die
ersten ¢(C'—1) Auftrdge homogen auf Mobile verteilen. Nach dieser Zuweisung
befinden wir uns entweder in Situation 3 oder in Situation 2.

Im ersten Fall gilt n(j) = C — 1 mod C nur fur die Auftrdge vom Typ T,
i = 1,...,q auf den Mobilen; fiir den verbleibenden Auftragstypen 7,1 gilt
nattirlich n(q + 1) = 0. Da bislang noch kein offline spezieller-Auftragstyp
existiert, landen wir in einem Gliicksfall.

Der zweite Fall ist ein Spezialfall der folgenden allgemeineren Untersuchung.

Nach Behauptung 13.6 kommt Situation 2 héchstens einmal vor. Wir miissen
also nur noch die Zuweisung in Situation 2 so vornehmen, daf ein Glicksfall
eintritt. Danach treten nur noch die Situationen 3 und 4 auf, und damit nur noch
Glucksfalle.

In Situation 2 existieren nach Konstruktion der Auftragssequenz in der augen-
blicklichen Online-Zuweisung ¢ homogene Mobile. Die Offline-Zuweisung hat
nach Induktionsannahme ebenfalls alle Mobile homogen mit C' — 1 Auftragen
bestlickt. Fir den Auftragstypen Ty, der in der Offline-Zuweisung auf keinem
der augenblicklich verfligharen Mobile vorhanden ist, mu n(k) = 0 mod C
gelten, da nach Induktionsannahme alle geschlossenen Mobile homogen waren.
Das bedeutet aber, daf dieser Typ auch auf keinem Mobil der Online-Zuweisung
sein kann. Also sehen die Offline-Mobile aus wie die Online-Mobile. Der
Offline-Gegner weist nun den Auftrag vom Typ Ty auf ein beliebiges ande-
res Mobil zu als der Online-Spieler. Damit gilt, dal der offline-spezielle Auf-
tragstyp nicht als néchstes ausgestellt wird, da er fiir den Online-Spieler nicht
argerlich ist.

Der Offline-Gegner hat nun also ein leeres Mobil, und fir alle Auftragstypen
T; auf Mobilen des Offline-Gegners (sowie den speziellen Auftragstypen) gilt
n(i) = C —1 mod C; fur den nicht offline-speziellen Auftragstypen 7;, von
dem sich kein Auftrag auf einem der Mobile befindet, gilt weiterhin n(j) = 0
mod C.

Sind wir nun in Situation 3, so finden wir ein passendes Mobil mit C' — 1 Auftré-
gen; in Situation 4 finden wir ein leeres Mobil; in beiden Fallen tritt ein Gliicks-
fall ein, was zu zeigen war. m|

Damit ist Theorem 13.2 bewiesen. O

13.4 Online-Heuristiken

Eine naheliegende Strategie ist die sogenannte BESTFIT-Heuristik. Der jeweils
nachste Auftrag wird auf dasjenige Mobil gepackt, flir das er am wenigsten
zusétzliche Stops erzeugt. Obwohl dies sehr natirlich aussieht, zeigen Sie in
einer Ubungsaufgabe folgendes Resultat:

Satz 13.9 BESTFIT ist nicht besser als C-kompetitiv fiir das OLCvP.
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In der Praxis zeigt sich, dal ein Auftrag hdufig auf allen Mobilen gleichvie-
le neue Stops erzeugt (alle Stoppositionen sind neu). Dann bendtigt man einen
tie-breaker, eine Sekundérregel, die die Zuordnung entscheidet, wenn die Pri-
marregel mehrere Gewinner hat. Hier sind einige mdgliche Varianten:

e Waihle das erste Mobil in der Reihe;
o wahle das letzte Mobil in der Reihe;
o wahle das leerste Mobil;

e wahle das vollste Mobil.

Erlaubt man das Verandern von Zuweisungen auf noch nicht geschlossenen Mo-
bilen, so kann man die Giite der Heuristiken durch Austauschverfahren verbes-
sern. Fur ein festes &£ > 0 werden im k-Austauschverfahren alle k-elementigen
Teilmengen der zugewiesenen Auftrage auf nicht gesschlossenen Mobilen be-
trachtet: die Zuweisung dieser k-elementigen Menge wird ggf. auf die lokal
billigste Zuweisung geéndert. Dies geschieht, solange man Verbesserungen auf
k-elementigen Teilmengen findet.

Man beachte, daB das Andern der Zuweisung in der Realitét nicht zu physikali-
schem Umpacken fihren muB3; die einem Mobil zugeordneten Auftrdge mussen
ja erst dann auf das Mobil gepackt werden, wenn das Mobil abféhrt, d. h. nach-
dem es geschlossen worden ist.

Da in der Praxis die Minimierung der Gesamtanzahl der Stops kein Selbstzweck
ist, betrachtet man in heuristischen Uberlegungen auch andere Aspekte des
Systemverhaltens wie Gesamtfertigstellungszeit, durchschnittliche/maximale
Rundenzeit, Stauzeit etc.. Da eine Unterbrechung der Arbeit des Komissionie-
rers auf dem Mobil unerwiinscht ist, spielt die Minimierung der Stauzeit eine
grofe Rolle. Hat man eine Zuweisung gemacht, so kann man entweder mit Si-
mulationsmethoden oder durch einfach Berechnungen die Stauzeit eines Mobils
ungefahr prognostizieren. Man kann dann bei der Vorhersage eines langen Staus
entweder die Zuweisungen in dieser Hinsicht verbessern oder einfach das néch-
ste Mobil zuriickhalten.

13.5 Fazit

Die Simulations-Erfahrung zeigt, dafl durch einen 2-Austauschverfahren
noch erhebliche Verbesserungen erzielt werden konnen. Schon ein 3-
Austauschverfahren lohnt den zuséatzlichen Rechenaufwand nicht mehr.

In Simulationen konnte gezeigt werden, dal? mit den besten heuristischen Ver-
fahren ohne EinbufRen in der Systemleistung

o die Gesamtfertigstellungszeit um bis zu vier Stunden verkiirzt,
e die Anzahl der Stops um bis zu 6% reduziert,

e die durchschnittliche Stauzeit eines Mobils von etwa finf Minuten auf
vierzig Sekunden gedriickt,

tie-breaker

Austauschverfahren

k-Austauschverfahren

Ein Stau im
Zuweisungsbereich ist nicht
so schlimm wie einer auf der
Strecke.
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Diese Aufgabe hat keine
»richtige Losung;
experimentieren sie mit
Modellen.

e die Anzahl der benutzten Fahrzeuge von acht auf sechs verkleinert wer-
den konnte.

Wir haben gesehen, daf’ in diesem speziellen Fall kompetitive Analyse leider
nicht zu dem Erfolg beitragen konnte. Dies spiegelt die augenblickliche Situati-
on in der praktischen Online-Optimierung wider: man erreicht \erbesserungen
durch mathematisch motivierte Heuristiken, man kann jedoch keine allgemein-
gultigen Analysen und Giitegarantien abgeben. Simulationen mussen daher als
Nachweis der Leistungsfahigkeit von Online-Verfahren herhalten.

Ubung 13.1

Beweise: Wenn der Offline-Gegenspieler alle ben6tigten Fahrzeuge, die fir die
komplette Zuweisung einer Auftragsequenz bendtigt werden, benutzen darf, so
existiert kein Online-Algorithmus mit Kompetitivitat besser als C.

Ubung 13.2
Beweisen Sie, dall BESTFIT flr das OLCVP nicht besser als C-kompetitiv ist,
wenn ¢ > 2 Mobile zur Verfligung stehen.

Ubung 13.3

Formulieren Sie ein plausibles Optimierungsproblem im Zusammenhang mit
der Zuordnung von Auftrdgen auf Kommissioniermobile, welches das Zeitstem-
pelmodell verwendet, und fihren Sie eine kompetitive Analyse durch.



Abkurzungen und Symbole

Abkirzungen
0.B.d. A. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit
Symbole
v der Allquantor
3 der Existenzquantor
[a, b] das geschlossene Intervall {z € R |a <z < b}
[a, b) das halboffene Intervall { z € R ] a <z < b},analog auch (a, b]
(a,b) das offene Intervall {z € R |a <z < b}
|A| die Kardinalitat der Menge A
I} die leere Menge
N die Menge der natirlichen Zahlen, N := {0, 1,2, ...}
Q(g) Ug)={feM|3Ie,ng e N:¥n>ng: f(n) >c-g(n)}
O(g) O(g):={feM|3e,ng e N:Vn>ng: f(n) <c-g(n)}
R die Menge der reellen Zahlen
©(9) ©(g) == O(g9) N Q(g)



128




Komplexitat von
Algorithmen

B.1 GroéRenordnung von Funktionen

Sei M die Menge aller reellwertigen Funktionen f: N — R auf den natirlichen
Zahlen. Jede Funktion g € M legt dann drei Klassen von Funktionen wie folgt
fest:

e O(g):=={feM|3e,ng eN:Vn>ng: f(n) <c-g(n)}
e Qg):={feM|3e,ng eN:Vn>ng: f(n) >c-g(n)}

e O(g) == 0(g9) NQ(g)

Man nennt eine Funktion f von polynomieller GréRenordnung oder einfach po-
lynomiell, wenn es ein Polynom g gibt, so dal f € O(g) gilt.

B.2 Berechnungsmodell

Das bei der Laufzeit-Analyse verwendete Maschinenmodell ist das der Unit-
Cost RAM (Random Access Machine). Diese Maschine besitzt abzahlbar vie-
le Register, die jeweils eine ganze Zahl beliebiger GroRe aufnehmen kénnen.
Folgende Operationen sind jeweils in einem Takt der Maschine durchfuhrbar:
Ein- oder Ausgabe eines Registers, Ubertragen eines Wertes zwischen Register
und Hauptspeicher (evtl. mit indirekter Adressierung), Vergleich zweier Regi-
ster und bedingte Verzweigung, sowie die arithmetischen Operationen Addition,
Subtraktion, Multiplikation und Division [28].

Dieses Modell erscheint fir die Analyse der Laufzeit von Algorithmen besser
geeignet als das Modell der Turing-Maschine, denn es kommt der Arbeitsweise
realer Rechner naher. Allerdings ist zu beachten, daf? die Unit-Cost RAM in ei-
nem Takt Zahlen beliebiger GroRe verarbeiten kann. Durch geeignete Codierun-
gen kdnnen damit ausgedehnte Berechnungen in einem einzigen Takt versteckt
werden, ferner sind beliebig lange Daten in einem Takt zu bewegen. Damit ist
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das Modell echt méchtiger als das der Turing-Maschine. Es gibt keine Simula-
tion einer Unit-Cost RAM auf einer (deterministischen) Turing-Maschine, die
mit einem polynomiell beschrankten Mehraufwand auskommt.

Um diesem Problem der zu grof3en Zahlen vorzubeugen, kann man auf das Mo-
dell der Log-Cost RAM [28] zuriickgreifen. Bei einer solchen Maschine wird fur
jede Operation ein Zeitbedarf angesetzt, der proportional zum Logarithmus der
Operanden, also proportional zur Codierungslénge ist. Eine andere Mdglichkeit,
das Problem auszuschlief3en, besteht darin, sicherzustellen, daf die auftreten-
den Zahlen nicht zu groR werden, also daf? ihre Codierungslange polynomiell
beschrankt bleibt. Diese Voraussetzung ist bei den hier vorgestellten Algorith-
men stets erflllt. Der einfacheren Analyse wegen wird daher das Modell der
Unit-Cost RAM zugrundegelegt.

B.3 Komplexitatsklassen

Die Komplexitét eines Algorithmus ist ein Mal} dafiir, welchen Aufwand an
Ressourcen ein Algorithmus bei seiner Ausfiihrung braucht. Man unterscheidet
die Zeitkomplexitat, die die ben6tigte Laufzeit beschreibt, und die Raumkom-
plexitat, die Aussagen Uber die GréRe des benutzten Speichers macht. Raum-
komplexitaten werden in diesem Skript nicht untersucht.

Die Komplexitat wird in der Regel als Funktion Uber der Lénge der Eingabe
angegeben. Man nennt einen Algorithmus von der (worst-case-) Komplexitéat 7,
wenn die Laufzeit fur alle Eingaben der Lange n durch die Funktion T'(n) nach
oben beschrankt ist.

Die Komplexitat von Algorithmen wird in dieser Arbeit als Funktion der Ecken-
zahl n und Kantenzahl m des eingegebenen Graphen angegeben. Diese Angabe
ist detaillierter als die Abhéngigkeit der Komplexitat von der Eingabelénge: bei
ecken- und kantenbewerteten Graphen ist deren Codierungslange mindestens
von der Groenordnung Q(n + m).

Besonders wichtig sind in diesem Zusammenhang die Klassen P und NP. Die
Klasse P ist die Menge aller Entscheidungsprobleme, die auf einer deterministi-
schen Turing-Maschine in polynomieller Zeit gelést werden kénnen. Entspre-
chend ist die Klasse NP definiert als die Menge aller Probleme, deren Ldsung
auf einer nichtdeterministischen Turing-Maschine in Polynomialzeit mdglich
ist. Man vergleiche dazu etwa [18].

Eine Transformation zwischen NP-Problemen hei3t polynomielle Reduktion,
wenn sie in polynomieller Zeit Instanzen zweier Probleme aus NP so ineinan-
der Gberfuhrt, daB die Antwort des Ausgangsproblems auf die Ausgangsinstanz
dieselbe ist wie die Antwort des zweiten Problems auf die transformierte In-
stanz. Ein Problem heiflt NP-vollstandig, wenn jedes andere Problem aus NP
polynomiell darauf reduziert werden kann. Der Reduktionsbegriff wird durch
Einfuhren der Turing-Reduktion so erweitert, da Reduktionen zwischen Op-
timierungsproblemen und Entscheidungsproblemen in NP erfalt werden. Ein
NP-Optimierungsproblem heit dann NP-hart, wenn es von einem NP-voll-
stdndigen Entscheidungsproblem turing-reduziert werden kann.

Ein wesentliches Resultat der Komplexitatstheorie besagt, dal NP-harte Op-
timierungsprobleme nicht in polynomieller Zeit geldst werden kdnnen, es sei



B.3 Komplexitétsklassen 131

denn, es gilt P = NP. Dies ist der Grund, warum bei der Untersuchung von
NP-harten Optimierungsproblemen auf exakte Ldsungen verzichtet wird und
stattdessen Nédherungen in Betracht gezogen werden.
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Losungen zu den
Ubungsaufgaben

Kapitel 2
Aufgabe 2.1

1. Ein (deterministischer) Online-Algorithmus ALG ist c-kompetitiv, wenn
es eine Konstante « gibt, so daR fur alle (endlichen) Eingabefolgen o gilt:

oPTl0) |

ALG >
()2 25

Alternativ:
¢-ALG(0) > OPT(0) + .

Kann o = 0 gewdhlt werden, so nennt man ALG strikt c-kompetitiv.

2. Ein randomisierter Online-Algorithmus ALG, verteilt iber einer Menge
{ALG, } von deterministischen Algorithmen ist c-kompetitiv gegen einen
Gegner vom Typ ADV wenn es eine Konstante « gibt, so daR fur alle
(endlichen) Eingabefolgen o gilt:

E.[cALG(0) — ADV(0)] > «.
Aufgabe 2.3

(a) Sei S die aktuelle Grole des belegten Blocks, anfangs S = 0. Bei einer
Anfrage r; > S alloziiert der Algorithmus ALG einen neuen Speicher-
block der GroRe 2¢, wobei 2¢~1 < r; < 2¢. Wir zeigen im folgenden, dal
ALG 4-kompetitiv ist.

Sei dazu o = rq,...,r, eine beliebige Anfragefolge mitr; < --- < r,.
Bei der ersten Anfrage r; hat ALG Kosten ALG(r1) = 2/ mit 271 < r; <
2¢. Danach hat ALG erst bei der ersten Anfrage r; Kosten, bei der r; > 2°
gilt. Somit lassen sich die Kosten von ALG wie folgt beschrénken:

p
ALG(0) < 22"’, wobei 2P~ < r,, < 2P.
k=1
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Wegen Y7 _, 2F =2P+1 — 1 und oPT(0) = r,, > 2P~ 1 folgt ALG (o) <
4-0pPT(0).

(b) Sei ALG c-kompetitiv. Der Adversary konstruiert die Anfragefolge o
induktiv. Er startet mit ry = 1. Sei L; die GroRe des von ALG neu
belegten Speicherblocks bei der Anfrage r;. Dann setzt der Adversa-
Yyriy1 = L; + 1.

Fir die Kosten von ALG gilt dann:

ALG(o }:1;:>L +Ln 1 = Ly+rp—12>2r,—1 =20pPT(0)—1.
=1

Da wir r,, beliebig groR werden lassen kdnnen, folgt, dal® ALG hdchstens
2-kompetitiv ist.

Wir zeigen jetzt durch genauere Analyse, daf? jeder deterministische c-
kompetitive Algorithmus sogar ¢ > 3 erflllt.

Der Adversary benutzt die gleiche Anfragesequenz wie oben. Es folgt,
daR fiir jedes n € N gilt:

Zﬁjll Li
> =l 1 c1
=Lt (€1)
Ly 4+ Ly +14+ 50 Li -1
B L,+1
Ln+1
> 14— cz2
t I (C.2)

Sein € NsogroR, da® >0 ' L; > 1+ c,also S0 Ly > Ly, + 1 +c.
Dann gilt fur k£ € N:

n+k+1
it )2 3 L (ah (C)

k+1
= ZL + ZLn+j

k+1
>Ln+1l+c+ Y Loy,

j=1

Dies is dquivalent zu

Lo+ 145 Loty — L
c—1

Sei g(k) := Ly+1/Lyn. Man beachte, dall g(k) > 1 fir alle &k € N gilt.
Ungleichung (C.2) ist dann dquivalent zu

e>14g(1). (C.4)
Aus (C.3) ergibt sich fiir die Werte g(k).

g(k)21+g(ckj11):c—l;i—;q(lk’—l—l). (C5)

Ln+k >

firalle k € N. (C.3)
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Zusammen mit g(k) > 1 fur alle k € N folgt aus (C.4) und (C.5), daR fir
den Kompetitivitatsfaktor c gilt:

> 1 \" -1
c>1+,;0(01) 2672

Aus der letzten Ungleichung folgt, daB ¢ — 4¢c + 3 > 0. Die kleinste
Ldsung dieser quadratischen Ungleichung in [1, +-o0o[ ist ¢ = 3.

Aufgabe 2.4

(@)

(b)

Sei ALG c-kompetitiv mit ¢ < 4/3. Der Offline-Gegner gibt nun eine Fol-
ge o aus n Gegenstanden der GroRe 1/2 — e gefolgt von n Gegenstanden
der GroRe 1/2 + . Es gilt oPT(0) = n.

Sei ¢’ die Teilfolge der ersten n Gegenstdnde. Nach Bearbeitung von ¢’
habe ALG s = ALG(¢”) Kisten gedffnet. Danach 6ffne ALG noch weitere
b Kisten fur den Rest der Folge. Somit gilt ALG(0) = s + b.

In jeder der b Kisten, die ALG nach der sten Kiste 6ffnet, befindet sich in
der Packung von ALG nur héchstens ein Gegenstand, da von den letzten n
Gegenstanden nur jeweils einer in einer Kiste pal3t. In jedem der ersten
s Behélter befinden sich maximal zwei Gegenstande. Somit folgt 2s+b >
2n, oder b > 2(n — s). Das bedeutet ALG(c) > 2n — s.

Da ALG nach Annahme c-kompetitiv ist, gilt

n 2
32 3"

Damit folgt aber ALG (o) > 2n—2/3-n = 4/3 - n. Dies widerspricht der
Annahme, dal’ ¢ < 4/3 gilt.

s<c-0oPT(0’) <

Am Ende des Verpackens einer Folge o = r1,...,r, ist hochstens eine
Kiste weniger als zur Halfte gefillt (wenn zwei der Kisten weniger als
bis zur Hélfte geflllt wéren, dann héatte FIRSTFIT den Inhalt der zweiten
Kiste noch in die erste gepackt). Somit gilt 7", r; < PRETT(@)=1 Py

jeder Algorithmus mindestens Y _." , r; Behlter benétigt, folgt

FIRSTFIT(0) < 2-0PT(o) + 1.

Aufgabe 2.5

(@)

Der Algorithmus liefert ein maximales Matching M: Ware M nicht ma-
ximal, so gébe es eine Kante e = (h,d) € E, so daB M U {e} ebenfalls
ein Matching ist. Zu dem Zeitpunkt, wo d dem Algorithmus bekannt wird,
kdnnte d somit einem Herren zugewiesen werden kénnen.

Jedes maximale Matching M hat mindestens n/2 Kanten: Wenn |M| <
n/2, dannsind in M weniger als n/2 Herren H' zugeordnet. Sei M* das
nach Voraussetzung existierende perfekte Matchingin G. In M * hat jeder
der mehr als n/2 Herren aus H \ H’ eine Partnerin. Davon sind jedoch
in M weniger als n/2 vergeben. Somit kann noch mindestens ein Herr
aus H \ H' zugeordnet werden, was der Maximalitit von H’ widerspricht.
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(b) Der Adversary schickt zuerst n/2 Damen, die gewillt sind, jeden Herren
zu heiraten. Der Algorithmus verheirate davon b Stiick und lehne n/2 —
b ab. Die nédchsten b Damen sind jeweils gewillt, nur einen Herren zu
heiraten. Die entsprechenden Herren sind die vom Online-Algorithmus
verheirateten b Herren. Offenbar mulR der Algorithmus alle diese Damen
ablehnen. Zum Schluf folgen noch n/2 — b Damen, die nicht wéhlerisch
sind und jeden der n Herren heiraten wollen.

Insgesamt kann der Online-Algorithmus also maximal b + n/2 — b =
n/2 Paare bilden. Offenbar besitzt der »Sympathiegraph« ein perfektes
Matching der Grol3e n.

Aufgabe 2.6

Sei a > 0 (der Fall a < 0 verlauft analog) und o?**! < a < a2(+D+1 Wenn
a < a, dann findet der Algorithmus das Auto im ersten Zug und hat Kosten a.
Wir nehmen daher an, daR a > « und somit £ > 1 gilt. Die Wegstrecke des
Algorithmus ist dann

2k+2 2k+3 _ q 2

. -1
2 Zawa:z%fﬂagza a : 2+a<<
=1

20 +a—1
e — .a'
o — a—1

a—

chende Algorithmus ist somit 9-kompetitiv.

Der Term (&ﬁ*l) ist minimal fir o = 2 und erreicht dann 9. Der entspre-

Kapitel 4

Aufgabe 4.1

Wir flihren den Beweis nur fur LRU, indem wir den Beweis von Satz 4.6 adap-
tieren. Der Beweis fiir FIFO erfolgt durch analoge Modifikation des Beweises
von Satz 4.8.

Um zu beweisen, daB3 LRU k/(k — h + 1)-kompetitiv ist, adaptieren wir den
Beweis von Satz 4.6 und zeigen, dal jeder Markierungsalgorithmus &/ (k — h +
1)-kompetitiv fiir das (h, k)-Paging Problem ist.

Sei ALG ein Markierungsalgorithmusund o = rq, ..., r, eine beliebige Anfra-
gefolge. Wir benutzen wieder die k-Phasenpartition von o. Wie im Beweis von
Satz 4.6 gezeigt, hat der Markierungsalgorithmus ALG héchstens & Seitenfehler
pro Phase. Wir zeigen nun, dal’ der optimale Offline-Algorithmus mit Cache-
grolRe h pro Phase mindestens k — h + 1 Seitenfehler hat.

Dazu betrachten wir wieder die Segmente aus dem Beweis von Satz 4.6. Jedes
Segment startet bei der zweiten Anfrage der zugehdrigen Phase und endet mit
der ersten Anfrage der folgenden Phase. Zu Beginn eines Segments hat opT
die zuletzt gefragte Seite p, d.h. die Seite der ersten Anfrage der Phase, im
Speicher. Bis zum Ende der Phase werden noch k£ — 1 von p verschiedene Seiten,
bis zum Ende des Segments noch & von p von verschiedene Seiten gefragt.
Da OPT nur h Seiten in Cache halten kann, muR oPT im Segment mindestens
k — h + 1 Seitenfehler haben.
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Aufgabe 4.2

Der adaptive Offline Adversary kann sehen, welche Seiten RANDMARK entfernt.
Er kann daher erwirken, daB RANDMARK bei jeder Anfrage einen Seitenfehler
hat. Er selbst bearbeitet die Folge mit durchschnittlich einem Seitenfehler pro
k-Anfragen.

Die Zufallsvariable X fiir die Seitenfehler in Phase 7 von RANDMARK ist beim
adaptiven Gegner keine zuféllige Variable mehr.

Kapitel 8

Aufgabe 8.1

Sei s1 < 59 < --- < gy die Startpositionen der k Server. Der Adversary gibt
nun abwechselnd Anfragen auf den Punkten z = s +2 und y = si + 3. Der Al-
gorithmus bewegt bei der ersten Anfrage seinen Server von sy, auf den Punkt z.
Die néchste Anfrage auf y wird ebenfalls von diesem Server beantwortet. Der
Server mit der urspringlichen Position s, fahrt in der weiteren Folge immer
zwischen x und y hin und her.

Der optimale Offline-Algorithmus bewegt anfangs einen Server zu = und einen
zu y. Seine Kosten sind somit durch eine Konstante beschréankt, wahrend die
Kosten des Online-Algorithmus beliebig groR werden.

Aufgabe 8.2

(i) Wir betrachtenden Fall z < y;,3 = 1,..., k. Der andere Fall ist analog.
Sei M ein minimales Matchingund  := M (x) € Y der Matchingpartner
von x. Ist § = y, so ist nichts zu zeigen. Sei daher § # y und & :=
M ~*(y) der Matchingpartner von y.

Wir definieren ein neues Matching M’, das die Bilder von x und % ver-
tauscht. Formal ist

M) ,fallsz’ # x,%

M'(2') =<y Jalls 2’ =z

7 Jfalls2’ = 2

Fir die Gewichte w(M) und w(M') gilt dann:
= (y—l') - (:l]—LU) +d(i’ag) - d(j7y)

Somit ist M’ ebenfalls ein minimales Matching. Ferner hat M’ die ge-
wiinschten Eigenschaften.

(if) Der Beweis verlauft dhnlich zu Teil (i). Sei g := M (x) ¢ {y,y’}. Seig >
y' (der Fall § < y verlauft analog) und 7 := M ~!(y’). Wir definieren
wieder M’, welches die Bilder von = und  vertauscht. Es folgt dann
analog zu oben w(M') — w(M) = d(Z,9) — d(y',§) — d(Z,y") < 0.

< ——

<
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Aufgabe 8.3

(@)

(b)

(©)

Sei ALG’ ein c-kompetitiver Algorithmus fur das k-Serverproblem
in (X’,d’). O.B.d.A. bewege ALG bei jeder Anfrage hdchstens einen
Server und dies auch nur, wenn der Server zum Bearbeiten der aktuellen
Anfrage benutzt wird (vgl. Abschnitt 66). Wegen X C X' ist jede Anfra-
gefolge aus Punkten aus X auch eine gultige Anfragefolge von Punkten
aus X'.

Unser Algorithmus ALG in (X, d) sieht wie folgt aus: Bei Anfrage r;
»simuliert« ALG den Algorithmus ALG’: Wenn ALG’ einen Server von x
nach r; zieht, dann zieht auch ALG einen Server von x nach r;.

Sei OPT’ ein optimaler Offline-Algorithmus in (X’ d’), OPT einer
in (X,d). Aus (8.30) folgt oPT/(c) < p[OPT(o), da die Abstande
in (X’,d") hochstens 3 mal so groB wie in (X, d) sind.

Wegen (8.29) gilt ALG(0) < ALG'(c). Damit folgt:
ALG(0) < ALG(0) < ¢+ OPT'(0) < B¢ - OPT(0).
Somitist ALG [Se-kompetitiv.

Wir setzen X’ := X und d'(z,y) = 1 firalle z,y € X. Die Bedingun-
gen (i), (ii), (iii) sind mit 8 = D erflllt. Das Ergebnis folgt nun aus (a).

Sei G; der Graph, der aus G durch Entfernen der Kante (v;, v;11) ent-
steht. Wir kénnen G als Pfad auffassen und auf ihm den Algorithmus bc
fiir das k-Server Problem benutzen. Der Beweis von Satz 8.4 zeigt, dal
DC k-kompetitiv fur das k-Server Problem auf G; ist.

Unser randomisierter Algorithmus arbeitet wie folgt: Er wéhlt eine zufél-
lige Zahl ¢ € {1,...,n — 1} gleichverteilt aus und benutzt dann den Al-
gorithmus bc auf G; zum Bearbeiten der Anfragefolge o = r1,...,75.

Wir zeigen, dalk folgende Eigenschaften gelten:
(i) G; enthdlt alle Knoten von G. (Dies ist trivial!)
(if) Furalle z,y € G undalle 7 gilt:
da(z,y) < dg,(z,y). (C.6)
(Diese Ungleichung ist auch trivial!)
(iii) Esgiltfuralle z,y € G:

Seien opT;(c) die optimalen Offline-Kosten zur Bearbeitung von o
auf G;. Wie Ublich bezeichnen wir mit oPT(o) die optimalen Kosten
(auf G). Sei letztendlich bc; (o) der Algorithmus Dc bei der Bearbeitung
der Folge o auf dem Graphen G;.

Analog zu Aufgabenteil (a) folgt dann:

E[ALG(0)] = E;[DC;(0)] < E;[kOPT;(0)] = kKE[OPT;(0)] < 2kOPT(0).
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Die k-Kompetitivitadt von DC geht dabei in die erste Ungleichung, die
Eigenschaften von dg;, in die zweite Ungleichung ein.

Zu beweisen ist noch (C.7). Seien v,, v, € V mita < b. Dann gilt

b—1 b—1
Eildg, (va, v0)] < Ei | da, (v,0551) | = Y Bilde, (v, v541)]-
Jj=a k=a

Daher geniigt es zu zeigen, daB fiir benachbarte Knoten v;, v;41 Qilt:
Eild(vj,vj+1)] < 2da(vj,vj41) = 2.

Mit Wahrscheinlichkeit 1/n wird die Kante (v;,v;41) aus G entfernt. In
diesem Fall ist dg, (v;, vj+1) = n. Mit Wahrscheinlichkeit 1 — 1 /n bleibt
die Kante und somit auch der Abstand erhalten. Daher gilt

1 1 1
Ei[d(vj,vj+1)]5~n+<1g~1) =1+1--<2

Dies wollten wir zeigen.

Kapitel 6
Aufgabe 6.1

(@) Furden Fall o = 1 ist LIST identisch mit GRAHAM.

(b) Wir benutzen eine Modifikation des Beweises von Satz 6.1. Sei dazu o =
(r1,...,7y) eine beliebige Anfragenfolge.

1. Fall: LI1ST erzeugt auf der schnellen Maschine die maximale Last.

Sei w die Last des letzten Jobs, der auf Maschine 1 gelegt wird und [ die
vorhergehende Last auf Maschine 1. Dann gilt LIST (o) = [+ w. Die Last
der langsamen Maschine ist mindestens [ 4+ w — aw = [+ (1 — a))w. Also
ist die Summe aller JobgroRen mindestens (1 + 1/a)l + w/a. Da man
Jobs mit Gesamtlast X auf den zwei Maschinen nur so aufteilen kann,
daB mindestens eine Maschine Last X /(1 + 1/«) besitzt, folgt

OPT(o) > 1+ ! I+ !
g T W= —w.
- 1+1/a)a 1+«

Daher gilt

LIST(o) =+ w

:0PT(0)+(1— 1 )w

a+1

oPT(0) + a
= —w
a+1

20+ 1
T a+1

OoPT(0).

2. Fall: L1ST erzeugt die maximale Last auf der langsamen Maschine.



140

Losungen zu den Ubungsaufgaben

(©)

(d)

(@)

Sei w die Last des letzten Jobs, der auf die langsame Maschine gelegt
wird und L die vorhergehende Last. Dann ist LIST = L + aw. Die Last
der schnellen Maschine ist mindestens L 4+ aw —w = L+ (oo — 1)w. Die
Summe aller JobgroRen ist daher mindestens (L + aw)/a + L + (o —
Dw= (1+1/a)L + aw. Es folgt

1
OPT(c) > L+ ——w.
(o) > L+ P
Folglich ist

o —a—1

LIST(o) = L+ aw = OPT(0) + 1
«

Fiira < (1++/5)/2gilta? —a —1 < 0. Somit ist LIST im zweiten Fall
oben sogar 1-kompetitiv. Da fir diese kleinen Werte von « auch (2« +

1)/(a+1) < 14+1/a,also min { fatl 1+ é} = 2ot gilt, folgt somit

die Kompetitivitat mit dem gewunschten Faktor.

Sei a > (1 ++/5)/2. In diesem Fall ist min{an‘—_Ll, 1+ é} =1+1
Betrachte den Algorithmus, der alle Jobs auf die schnelle Maschine legt.
Dieser Algorithmus erzeugt auf der Eingabefolge o kein besseres Ergeb-
nis als LIST: Wenn LIST einen Job mit auf die langsame Maschine legt,
dann ist seine Fertigstellungszeit (auf der langsamen Maschine) héch-
stens gleich der aktuellen Last auf der schnellen Maschine plus der Job-
groRe. Die aktuelle Last auf der schnellen Maschine ist dabei hochstens
gleich der Summe aller Jobgréfien ohne diesen Job.

Sei S die Summe aller JobgréRen. Dann ist oPT(o) > ﬁ Der Al-
gorithmus, der alle Jobs auf die schnelle Maschine legt, erzeugt eine Last

von S auf dieser Maschine, ist also 1 + 1/a-kompetitiv.

Da wir die Jobgrof3en beliebig skalieren kdnnen, kénnen wir davon ausge-
hen, dal? die additive Konstante eines c-kompetitiven Algorithmus gleich
Null ist. Sei ALG ein beliebiger Online-Algorithmus fur das Scheduling-
problem. Der Adversary gibt ihm nacheinander die Jobs 1 = (1, «)
und r2 = (o, a?). ALG muR r; auf die schnelle Maschine legen, da er
sonst einen Makespan von « erzeugt, wéhrend opT(r1) = 1 gilt (we-
gena > (1 ++/5)/2gilt o > 1+ 1/a). Der zweite Job muR von ALG
ebenfalls auf die schnelle Maschine gelegt werden, da sonst gilt:
ALG(r1,7m2) «
oPT(r;,m2) o o
Folglich erzeugt ALG die Last 1 4+ « auf der schnellen Maschine. oPT
verteilt hingegen den kurzen Job auf die langsame und den langen Job
auf die schnelle Maschine, was einen Makespan von « ergibt.

Aufgabe 6.2

Sei V.= {vy,...,on} und E = {(vi,vi41) : i=1,...,N—1}
Der Adversary gibt zunéchst eine Anfrage von wv; nach vy. Die-
se mul} ein Online-Algorithmus ALG akzeptieren, da dies die einzi-
ge Anfrage sein konnte. Danach gibt der Adversary N — 1 Anfragen
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(b)
(©)

(v1,v2), (v2,v3), ..., (vN—1,vn). Diese mu ALG dann ablehnen. Sein
Profit ist also 1 (firr die erste Anfrage). Der Adversary lehnt jedoch die er-
ste Anfrage ab und akzeptiert die N — 1 folgenden, was ihm Profit N — 1
eintragt.

Die Bandbreiteneinschrankung (Annahme 6.6) ist nicht erfllt.

Sei E; = {e1,...,eq_1 }. Zwei Level ¢-Anfragen sind entweder kanten-
disjunkt oder sie haben eine eindeutige gemeinsame Kante aus F,. Fur
jede Level ¢-Anfrage, die CRS akzeptiert, kann OPT also auch hoéchstens
eine Level /-Anfrage akzeptieren. Somit gilt ¢, > oy.

Fur den Erwartungswert der von CRS akzeptierten Anfragen folgt:

"1 1< 1
E[cRs(0)] = Z —cp > — ZOg = —OPT(0).
=1 p p =1 p
Daher ist CRS p = log N-kompetitiv.
Kapitel 9
Aufgabe 9.1
(@ Sei 0 = r,...,r, eine beliebige Auftragsfolge und r,, = (tn,xn)

(b)

die letzte Anfrage. Sei s die Position des REPLAN-Servers zum Zeit-
punkt ¢,,. O.B.d. A. sei s > 0 (der andere Fall verlauft analog). Sei =™
die maximale Koordinate einer Anfrage in o. Sei ferner x— das Mini-
mum von 0 und der minimalen Koordinate einer Anfrage in o. Dann gilt
oPT(c) > 2(zt + |z~ |) und OPT(0) > ty.

Es gilt s € [z, 2"]. Ab dem Zeitpunkt ¢,, bendtigt der REPLAN-Server
noch hochstens |s — 27| + 2t + 2|27 | = 2t — s+ 2T + 2jz7| <
2(zt + |z~ ]) < oPT(o) Zeit (Bewegung des Servers von s zu =, dann
zu 0 und letztendlich zu 2~ und wieder zu 0). Somit ist die Gesamtzeit
des REPLAN-Servers durch ¢,, + OPT(o) < 2 0PT(o) beschrénkt.

Wir zeigen, daf® MRIN 3/2-kompetitiv ist. Dazu benutzen wir Induktion
nach der Anzahl n der Anfragen in der Folge o. Die Behauptung ist fir
n < 1 offenbar richtig.

Sei o = ry,...,7, = o'ry, eine Eingabefolge mit n > 2 Anfragen,
von denen r,, = (¢, ) die letzte ist. Wenn ¢ = 0 gilt, dann ist MRIN
offensichtlicherweise 3/2-kompetitiv. Daher nehmen wir an, da ¢ > 0
gilt. Sei s(t) die Position des MRIN-Servers zum Zeitpunkt ¢. Auferdem
sei f die Position der am weitesten von 0 entfernten Anfrage, die MRIN
zum Zeitpunkt ¢ noch nicht bearbeitet hat.

Wenn z < f, dann sind die Kosten von MRIN auf o gleich denen auf ¢,
der Folge der ersten n — 1 Anfragen. Neue Anfragen kdnnen die Offline-
Kosten nie verringern. Daher folgt die Behauptung in diesem Fall aus der
Induktionsannahme.
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0 2 4 6
Eine Transportsequenz mit
Offline-Optimum (griin) und
Online-Ergebnis (blau).

Sei nun f < x. In diesem Fall ist zum Zeitpunkt ¢ die Anfrage in z
die am weitesten von 0 entfernte. MRIN beendet seine Arbeit nicht spéter
als zum Zeitpunkt ¢ + 2z, d.h. MRIN(o) < ¢ + 2z. Andererseits gilt
OPT(0) > max{t + z, 2x}. Somit folgt:

MRIN(U)< t+z x <t+m+m_3
oPT(o) ~— OPT(o)  OPT(o) ~ t+x 22 2

Daher ist MRIN 3/2-kompetitiv.

Die Kompetitivitdt von MRIN ist bestmdglich flr deterministische Al-
gorithmen. Sei ALG ein beliebiger c-kompetitiver Algorithmus fiir das
OLTsP in R>(. Der Adversary gibt zum Zeitpunkt 0 eine Anfrage im
Punkt 1. Sei T" der Zeitpunkt, zu dem der Server von ALG diese Anfra-
ge bearbeitet hat und wieder in den Nullpunkt zurlickgekehrt ist. Wenn
T > 3, dann gibt der Adversary keine weiteren Anfragen. ALG ist in
diesem Fall hochstens 3/2-kompetitiv, da die einzelne Anfrage in zwei
Zeiteinheiten bearbeitet werden kann.

Sei also T < 3. In diesem Fall gibt der Adversary zum Zeitpunkt T
eine Anfrage im Punkt 7. Die Kosten von ALG sind also mindestens 7" +
2T = 3T'. Andererseits kann der Adversary die Folge in 27" Zeiteinheiten
abarbeiten.

Kapitel 12

Aufgabe 12.2

Wir betrachten einen vollstandigen Digraphen D = (V, A) auf 5 Knoten
0(0),a(0),b(0),c(1),d(3) (Generierungszeit in Klammern, Server startet in o)
mit folgenden Bogengewichten (alle nicht aufgefuhrten Gewichte seien null),
wobei wir 0. B. d. A. annehmen, dal’ der Online-Server zuerst Knoten a ansteu-
ert (sonst erzeugen wir ¢ mit entsprechend vertauschten Kosten):

w(0,¢) =1 w(0,d) =1,
w(a,b) =1 w(b,a) =1,
w(a,c) =2 w(e,b) =1,
w(b,d) =2 w(d,a) =1

Offline kann man eine kostenlose Tour finden. In dem Moment, in dem der
Online-Server a erreicht, wird c erzeugt. Egal, welchen Auftrag wir als nachstes
nehmen, wir missen eine Leerfahrt in Kauf nehmen. Siehe Abbildung C.1 fir
eine Skizze.

Dieses Beispiel ist das OLATsP-Modell einer Anforderungssequenz fur eine
eindimensionale Transportbewegung, daher die speziellen Gewichte.

Aufgabe 12.4
Nein. ...
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c(1) c(‘l) c(1)
a(0) be(ﬁﬁ))‘ o) .b(ﬂlﬁ)) g b(0)
©
d(3) d(3) d(3)

Abbildung C.1: Eine Instanz von OLATSP: Grline Bdgen kosten nichts, rote
eine und blaue zwei Mark. Die Tour der optimalen Offline-Lésung in der Mitte
kostet nichts.
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